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Abstrakt
C´ılem pra´ce je popsat za´klady kvadraticky´ch teˇles. U´vodn´ı kapitoly jsou zameˇrˇeny na
aritmetiku cely´ch cˇ´ısel a polynomu˚. V hlavn´ı cˇa´sti se zaby´va´me pojmem kvadraticke´ho
teˇlesa, cely´m algebraicky´m cˇ´ısl˚um tohoto teˇlesa, Gaussovu teˇlesu a Gaussovy´m cely´m
cˇ´ısl˚um. Za´veˇr je veˇnova´n kvadraticky´m teˇles˚um, kde neplat´ı jednoznacˇnost rozkladu, a
rˇesˇen´ı tohoto proble´mu pomoc´ı idea´l˚u.
Summary
The aim of the thesis is to describe the fundamentals of quadratic fields. In the first
part integer and polynomial arithmetic is mentioned. The main part discusses the topic
of quadratic field, quadratic integer, Gaussian field and Gaussian integer. The final part
deals with quadratic fields without unique factorization and a solution of the problem
through ideals.
Kl´ıcˇova´ slova
Aritmetika cely´ch cˇ´ısel, aritmetika polynomu˚, kvadraticke´ teˇleso, cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo
kvadraticke´ho teˇlesa, Gaussovo cele´ cˇ´ıslo, diofanticka´ rovnice
Keywords
Integer arithmetic, polynomial arithmetic, quadratic field, quadratic integer, Gaussian
integer, Diophantine equation
IVICˇICˇ, V. Za´klady kvadraticky´ch teˇles. Brno: Vysoke´ ucˇen´ı technicke´ v Brneˇ, Fakulta
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1. U´VOD
1. U´vod
Kvadraticka´ teˇlesa se pouzˇ´ıvaj´ı prˇi rˇesˇen´ı diofanticky´ch rovnic. C´ılem te´to pra´ce je po-
psat jejich za´kladn´ı vlastnosti, vlastnosti deˇlitelnosti a na za´veˇr proble´m nejednoznacˇnosti
rozkladu v soucˇin prvocˇinitel˚u.
Tato pra´ce je zpracova´na podle metod [3] a [2]. Za´kladn´ı studijn´ı literaturou bylo [6],
jako doplneˇn´ı informac´ı [1]. Da´le na za´klady aritmetiky cely´ch cˇ´ısel jsem pouzˇil [4] a pro
podrobneˇjˇs´ı poznatky o kvadraticky´ch teˇlesech [5].
Text pra´ce je rozdeˇlen na u´vod, 4 hlavn´ı kapitoly a za´veˇr. Na konci kazˇde´ kapitoly jsou
rˇesˇene´ prˇ´ıklady. Ty osveˇtluj´ı, jak se v praxi pouzˇ´ıva´ vysveˇtlena´ teorie.
Ve druhe´ kapitole se zaby´va´me aritmetikou cely´ch cˇ´ısel. Polozˇ´ıme za´klady deˇlitelnosti,
definujeme si zde nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele a Euklid˚uv algoritmus, ktery´m mu˚zˇeme
nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele nale´zt. Prvn´ı cˇa´st kapitoly zakoncˇ´ıme veˇtou o jednoznacˇnosti
rozkladu cele´ho cˇ´ısla na prvocˇ´ısla, dalˇs´ı cˇa´st veˇnujeme vlastnostem kongruence modulo
cele´ cˇ´ıslo veˇtsˇ´ı nezˇ 1.
Trˇet´ı kapitola je zameˇrˇena na vlastnosti deˇlitelnosti polynomu˚ nad teˇlesem. Podobneˇ
jako u cely´ch cˇ´ısel zavedeme nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele, tentokra´t dvou polynomu˚ a
Euklid˚uv algoritmus pro polynomy. Kapitolu uzavrˇeme veˇtou o jednoznacˇnosti rozkladu
polynomu na ireducibiln´ı polynomy.
Na´sleduj´ıc´ı, steˇzˇejn´ı kapitola te´to pra´ce se ty´ka´ kvadraticke´ho teˇlesa. Nejdrˇ´ıve si defi-
nujeme kvadraticke´ teˇleso, jeho cela´ algebraicka´ cˇ´ısla a da´le zkouma´me tvar teˇchto cˇ´ısel.
Obsahem trˇet´ı cˇa´sti te´to kapitoly je deˇlitelnost v okruhu cely´ch cˇ´ısel kvadraticke´ho teˇlesa
a nalezen´ı vsˇech jednotek teˇchto teˇles.
Pa´ta´ kapitola je veˇnova´na specia´ln´ımu kvadraticke´mu teˇlesu, a to Gaussova teˇlesu.
Zava´d´ıme zde Gaussova cˇ´ısla a popisujeme za´kony deˇlitelnosti. Opeˇt mu˚zˇeme definovat
nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele dvou Gaussovy´ch cˇ´ısel a nakonec doka´zˇeme veˇtu o jedno-
znacˇnosti rozkladu Gaussova cˇ´ısla na Gaussova prvocˇ´ısla.
Tato veˇta ovsˇem neplat´ı obecneˇ ve vsˇech kvadraticky´ch teˇlesech. T´ımto proble´mem se
zaby´va´me v za´veˇru. Uvedeme zde, co jsou jednoducha´ teˇlesa a kolik jich existuje. Da´le
se snazˇ´ıme nejednoznacˇnost rozkladu neˇjak vyrˇesˇit. K tomuto u´cˇelu zava´d´ıme idea´ly z
oboru integrity cely´ch algebraicky´ch cˇ´ısel kvadraticke´ho teˇlesa. Nakonec uvedeme veˇtu o
jednoznacˇnosti rozkladu idea´lu na prvoidea´ly.
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2. Neˇktere´ prˇ´ıklady aritmetiky
cely´ch cˇ´ısel
2.1. Rozklad cele´ho cˇ´ısla na prvocˇ´ısla
Definice 1. Necht’ a, b jsou cela´ cˇ´ısla a b 6= 0. Rˇekneme, zˇe cˇ´ıslo a je deˇlitelne´ cˇ´ıslem b,
jestlizˇe existuje cele´ cˇ´ıslo q takove´, zˇe a = bq. Strucˇneˇ oznacˇujeme b | a.
Pozna´mka. Veˇty 1− 14 jsou vsˇeobecneˇ zna´me´, proto jsou zde prezentova´ny bez d˚ukaz˚u.
Veˇta 1. Necht’ a, b, c ∈ Z, b | a a c | b, pak c | a.
Veˇta 2. Necht’ a, b, c ∈ Z, bc | ac a c 6= 0, pak plat´ı b | a.
Veˇta 3. Necht’ a, b, c ∈ Z, c | a a c | b, potom pro libovolna´ cˇ´ısla x, y ∈ Z plat´ı
c | ax+ by.
Definice 2. Necht’ ε je cele´ cˇ´ıslo a ε | 1, pak ε nazy´va´me jednotkou.
Veˇta 4. V cely´ch cˇ´ıslech tedy ma´me dveˇ jednotky, 1 a −1.
Definice 3. Rˇekneme, zˇe cela´ cˇ´ısla a a b jsou asociovana´, jestlizˇe plat´ı a = bε, kde ε je
jednotka.
Veˇta 5. Cela´ cˇ´ısla a a b jsou asociovana´, pra´veˇ kdyzˇ a | b a za´rovenˇ b | a.
Veˇta 6. Necht’ a1, a2, b1, b2 ∈ Z, a1 je asociovane´ k a2, b1 je asociovane´ k b2 a a1 | b1.
Potom plat´ı a2 | b2.
Veˇta 7. Necht’ a, b ∈ Z, b | a a a 6= 0, pak |a| ≥ |b|. Rovnost |a| = |b| plat´ı, pra´veˇ kdyzˇ a
a b jsou asociovane´.
Definice 4. Necht’ p je cele´ cˇ´ıslo, |p| > 1. Pokud je p deˇlitelne´ jen cˇ´ısly k neˇmu asocio-
vany´mi a jednicˇkou, nazveme toto cˇ´ıslo prvocˇ´ıslem.
Veˇta 8. Necht’ a, b ∈ Z, b 6= 0. Pak existuj´ı cela´ cˇ´ısla q a r tak, zˇe plat´ı
a = bq + r, 0 ≤ r < |b|.
Dvojice cˇ´ısel q a r je urcˇena jednoznacˇneˇ.
Definice 5. Necht’ a, b, c ∈ Z. Cˇ´ıslo c nazy´va´me spolecˇny´m deˇlitelem cˇ´ısel a a b, kdyzˇ
plat´ı c | a a c | b.
Definice 6. Necht’ a, b, d ∈ Z. Cˇ´ıslo d nazy´va´me nejveˇtˇs´ım spolecˇny´m deˇlitelem cˇ´ısel a a
b, kdyzˇ plat´ı
(a) d je spolecˇny´m deˇlitelem cˇ´ısel a a b,
(b) pro kazˇde´ho dalˇs´ıho spolecˇne´ho deˇlitele d′ cˇ´ısel a a b plat´ı d′ | d.
4
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
                                                          
  
  
  
  
  
  
  
  
                
2. NEˇKTERE´ PRˇI´KLADY ARITMETIKY CELY´CH CˇI´SEL
Veˇta 9. Pro kazˇde´ dveˇ cela´ cˇ´ısla a 6= 0, b 6= 0 existuje cele´ cˇ´ıslo d, ktere´ je jejich nejveˇtˇs´ım
spolecˇny´m deˇlitelem. Cˇı´slo d je azˇ na asociovanost jednoznacˇne´.
Pozna´mka. Neza´pornou hodnotu nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele d cely´ch cˇ´ısel a a b budeme
oznacˇovat symbolem d = (a, b). Mu˚zˇeme ji urcˇit pomoc´ı Euklidova algoritmu.
Euklid˚uv algoritmus. Necht’ a, b ∈ Z, a 6= 0, b 6= 0, a ≥ b. Podle veˇty 8 mu˚zˇeme sestavit
syste´m rovnic
a = bq0 + r0, 0 < r0 < |b|,
b = r0q1 + r1, 0 < r1 < r0,
r0 = r1q2 + r2, 0 < r2 < r1,
...
rn−2 = rn−1qn + rn, 0 < rn < rn−1,
rn−1 = rnqn+1,
kde n ∈ N, q0, q1, . . . , qn+1, r0, r1, . . . , rn+1 ∈ Z. Protozˇe |b| > r0 > r1 > · · · > rn > rn+1 je
klesaj´ıc´ı posloupnost neza´porny´ch cely´ch cˇ´ısel, mus´ı existovat n, pro ktere´ rn+1 = 0. Cˇ´ıslo
rn je pak nejveˇtsˇ´ı spolecˇny´ deˇlitel cˇ´ısel a a b.
Veˇta 10. Necht’ a, b ∈ Z a d = (a, b) je jejich nejveˇtˇs´ım spolecˇny´m deˇlitelem. Pak existuj´ı
cela´ cˇ´ısla x a y, pro ktera´ plat´ı
ax+ by = d.
Definice 7. Rˇekneme, zˇe cela´ cˇ´ısla a a b jsou nesoudeˇlna´, jestlizˇe (a, b) = 1.
Veˇta 11. Necht’ a, b, c ∈ Z, (a, b) = 1 a a | bc, pak a | c.
Veˇta 12. Necht’ a, b ∈ Z, p je prvocˇ´ıslo a p | ab. Pak plat´ı asponˇ jeden ze vztah˚u p | a a
p | b.
Veˇta 13. Necht’ a1, a2, . . . , ak ∈ Z, p je prvocˇ´ıslo a p | a1a2 . . . ak. Cˇı´slo p pak deˇl´ı alesponˇ
jedno z cˇ´ısel ai.
Veˇta 14. Necht’ a ∈ Z a |a| > 1, pak se cˇ´ıslo a da´ rozlozˇit v soucˇin konecˇne´ho pocˇtu
prvocˇ´ısel. Tento rozklad je azˇ na porˇad´ı a asociativitu deˇlitel˚u jednoznacˇny´.
2.2. Kongruence modulo m v Z
Definice 8. Necht’ a, b,m jsou cela´ cˇ´ısla a m > 0. Rˇekneme, zˇe a je kongruentn´ı s b
modulo m, jestlizˇe m | a− b. Kra´tce znacˇ´ıme a ≡ b (mod m).
Veˇta 15. Necht’ a, b, c,m ∈ Z, potom plat´ı:
(a) a ≡ a (mod m).
(b) a ≡ b (mod m) =⇒ b ≡ a (mod m).
(c) a ≡ b (mod m) a b ≡ c (mod m) =⇒ a ≡ c (mod m).
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2.2. KONGRUENCE MODULO M V Z
D˚ukaz. (a) Podle definice m | a− a, tj. m | 0.
(b) Kdyzˇ m | a− b, pak i m | b− a.
(c) Kdyzˇ m | a− b a m | b− c, pak m | (a− b) + (b− c) a tedy m | a− c.
Du˚sledek veˇty 15: Kongruence je relace reflexivn´ı, symetricka´ a transitivn´ı, je to tedy
relace ekvivalence.
Definice 9. Necht’ a ∈ Z a a¯ oznacˇme mnozˇinu vsˇech cely´ch cˇ´ısel kongruentn´ıch k a podle
modulu m. Pak a¯ se nazy´va´ trˇ´ıda kongruence modulo m. Tyto trˇ´ıdy kongruence modulo
m jsou pra´veˇ trˇ´ıdy rozkladu prˇ´ıslusˇne´ho relaci ekvivalence ≡ (mod m).
Veˇta 16. Trˇ´ıd kongruence modulo m je prˇesneˇ m.
D˚ukaz. Necht’ 0¯, 1¯, . . . ,m− 1 jsou trˇ´ıdy kongruence modulo m. Prˇedpokla´dejme, zˇe 0 ≤
k, l < m a k¯ = l¯. Tedy k ≡ l (mod m) =⇒ m | l − k. To ale plat´ı jen pokud l − k = 0
(protozˇe 0 ≤ |l − k| < m). Proto k = l a vsˇech m trˇ´ıd kongruence je r˚uzny´ch.
Nyn´ı necht’ a ∈ Z. Existuj´ı cela´ cˇ´ısla q a r, pro ktera´ plat´ı a = mq+ r, kde 0 ≤ r < m,
tj. a ≡ r (mod m). Kazˇde´ cele´ cˇ´ıslo patrˇ´ı do jedne´ z m trˇ´ıd kongruence.
Veˇta 17. Necht’ a, b, c, d,m ∈ Z. Kdyzˇ plat´ı a ≡ c (mod m) a b ≡ d (mod m), pak plat´ı
(a) a+ b ≡ c+ d (mod m),
(b) ab ≡ cd (mod m).
D˚ukaz. (a) Kdyzˇ m | a − c a m | b − d, pak podle veˇty 3 ma´me m | (a − c) + (b − d),
tedy m | (a+ b)− (c+ d) a a+ b ≡ c+ d (mod m).
(b) Opeˇt podle veˇty 3 dosta´va´me m | b(a− c) + c(b− d), tj. m | ab− cd, z cˇehozˇ plyne
ab ≡ cd (mod m).
Veˇta 18. Necht’ a, b,m ∈ Z, ab ≡ 0 (mod m) a (m, b) = 1, pak plat´ı a ≡ 0 (mod m).
D˚ukaz. m | ab, (m, b) = 1, podle veˇty 11 dosta´va´me m | a.
Veˇta 19. Necht’ a, b ∈ Z, ab ≡ 0 (mod p) a p > 1 je prvocˇ´ıslo, pak plat´ı alesponˇ jeden ze
vztah˚u a ≡ 0 (mod p) a b ≡ 0 (mod p).
D˚ukaz. p | ab, podle veˇty 12 cˇ´ıslo p deˇl´ı asponˇ jedno z cˇ´ısel a a b.
Veˇta 20. Necht’ a, b, c,m ∈ Z, ac ≡ bc (mod m) a (c,m) = 1, pak a ≡ b (mod m).
D˚ukaz. m | ac− bc, tj. m | c(a− b), podle veˇty 11 ma´me m | a− b.
Veˇta 21. Necht’ a, b, c, d,m ∈ Z, ac ≡ bc (mod m) a (c,m) = d, pak a ≡ b (mod m
d
).
D˚ukaz. m | c(a− b), cˇ´ısla c i m jsou deˇlitelne´ cˇ´ıslem d, takzˇe mu˚zˇeme psa´t m
d
| c
d
(a− b).
(m
d
, c
d
) = 1, podle veˇty 11 ma´me m
d
| (a− b).
Definice 10. U´plny´m syste´mem zbytk˚u podle modulu m nazy´va´me mnozˇinu m cely´ch cˇ´ısel
r1, r2, . . . , rm, jestlizˇe kazˇde´ z teˇchto cˇ´ısel patrˇ´ı do jine´ trˇ´ıdy kongruence podle modulu m.
6
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
                                                          
  
  
  
  
  
  
  
  
                
2. NEˇKTERE´ PRˇI´KLADY ARITMETIKY CELY´CH CˇI´SEL
Veˇta 22. Meˇjme prvocˇ´ıslo p a u´plny´ syste´m zbytk˚u modulo p
r1, r2, . . . , rp.
Pak pro kazˇde´ a ∈ Z nesoudeˇlne´ s p je i
ar1, ar2, . . . , arp
u´plny´ syste´m zbytk˚u modulo p.
D˚ukaz. Provedeme sporem. Prˇedpokla´dejme, zˇe ari ≡ arj (mod p), pro neˇjake´ i, j, 1 ≤
i, j ≤ p, i 6= j. Rovnici uprav´ıme na a(ri − rj) ≡ 0 (mod p). p je prvocˇ´ıslo, mu˚zˇeme
pouzˇ´ıt veˇtu 19 a dosta´va´me ri − rj ≡ 0 (mod p), tj. ri ≡ rj (mod p). Z toho plyne, zˇe
r1, r2, . . . , rp netvorˇ´ı u´plny´ syste´m zbytk˚u a to je spor s prˇedpokladem.
Veˇta 23. Necht’ a, b, x ∈ Z, p je prvocˇ´ıslo. Potom ma´ kongruence
ax ≡ b (mod p), (a, p) = 1 (2.1)
pra´veˇ jedno rˇesˇen´ı.
Pozna´mka. Za r˚uzne´ nebudeme povazˇovat rˇesˇen´ı lezˇ´ıc´ı ve stejne´ trˇ´ıdeˇ kongruence.
D˚ukaz. 1. Existence. Necht’
0, 1, 2, . . . p− 1.
je u´plny´ syste´m zbytk˚u modulo p. Podle veˇty 22 je u´plny´ syste´m zbytk˚u modulo p i
0, a, 2a, . . . , (p− 1)a.
Mu˚zˇeme tedy naj´ıt cele´ cˇ´ıslo x, pro ktere´ xa patrˇ´ı do stejne´ trˇ´ıdy kongruence jako
b, tj. plat´ı ax ≡ b (mod p). Cˇ´ıslo x je proto rˇesˇen´ım kongruence 2.1.
2. Jednoznacˇnost. Meˇjme cela´ cˇ´ısla x1 a x2, splnˇuj´ıc´ı kongruenci 2.1, tj. ax1 ≡ b
(mod p) a ax2 ≡ b (mod p). Odecˇten´ım dosta´va´me a(x1− x2) ≡ 0 (mod p) a podle
veˇty 19 ma´me x1 − x2 ≡ 0 (mod p). To znamena´, zˇe cˇ´ısla x1 a x2 patrˇ´ı do stejne´
trˇ´ıdy kongruence a nepovazˇujeme je za r˚uzna´.
Mala´ Fermatova veˇta. Necht’ a ∈ Z, p je prvocˇ´ıslo a a a p jsou nesoudeˇlna´, tj. (a, p) =
1. Pak plat´ı
ap−1 ≡ 1 (mod p).
D˚ukaz. Necht’ je mnozˇina
0, 1, 2, . . . p− 1. (2.2)
u´plny´ syste´m zbytk˚u modulo p. Podle veˇty 22 je u´plny´ syste´m zbytk˚u modulo p i
0, a, 2a, . . . , (p− 1)a,
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2.3. PRˇI´KLADY
ktera´ je permutac´ı mnozˇiny 2.2, to znamena´, zˇe mu˚zˇeme psa´t
a ≡ r1 (mod p),
2a ≡ r2 (mod p),
...
(p− 1)a ≡ rp−1 (mod p),
kde r1, r2, . . . , rp−1 jsou azˇ na porˇad´ı cˇ´ısla 0, 1, 2, . . . p − 1. Nyn´ı rovnice vyna´sob´ıme a
dosta´va´me
(p− 1)!ap−1 ≡ (p− 1)! (mod p)
Cˇ´ıslem (p− 1)! mu˚zˇeme kongruenci vykra´tit, protozˇe (p, (p− 1)!) = 1, a ma´me tedy
ap−1 ≡ 1 (mod p).
2.3. Prˇ´ıklady
Pozna´mka. Nevyrˇesˇene´ prˇ´ıklady v cele´ te´to pra´ci jsou prˇebra´ny z [3] a [6].
Prˇ´ıklad 2.1. Dokazˇte, zˇe soucˇet cˇtverc˚u dvou lichy´ch cˇ´ısel nemu˚zˇe by´t cˇtvercem zˇa´dne´ho
cele´ho cˇ´ısla.
Rˇesˇen´ı. Necht’ a = 2k1 + 1, b = 2k2 + 1 jsou licha´ cˇ´ısla, c, k1, k2 ∈ Z. Ma´me doka´zat, zˇe
a2 + b2 6= c2 pro zˇa´dne´ a, b, c.
a2 + b2 = (2k1 + 1)
2 + (2k2 + 1)
2 = 4(k21 + k1 + k
2
2 + k2) + 2
Soucˇet a2 + b2 je sudy´, prˇedpokla´dejme tedy cˇ´ıslo c ve tvaru c = 2k3, k3 ∈ Z.
c2 = 4k23
Rovnice
4(k21 + k1 + k
2
2 + k2) + 2 = 4k
2
3
ale nema´ rˇesˇen´ı pro k1, k2, k3 ∈ Z.
Prˇ´ıklad 2.2. Najdeˇte nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele cˇ´ısel 444, 252. Vyja´drˇete potom
(444, 252) ve tvaru 444x+ 252y.
Rˇesˇen´ı. K nalezen´ı nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele pouzˇijeme Euklid˚uv algoritmus. Se-
stav´ıme syste´m rovnic
444 = 1× 252 + 192
252 = 1× 192 + 60
192 = 3× 60 + 12
60 = 5× 12.
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2. NEˇKTERE´ PRˇI´KLADY ARITMETIKY CELY´CH CˇI´SEL
Posledn´ı nenulovy´ zbytek je 12, tedy (444, 252) = 12. U´pravou rovnic Euklidova algoritmu
dosta´va´me
192 = 444− 252
60 = 252− 192 = 252× 2− 444
12 = 192− 60× 3 = 444− 252− 252× 6 + 444× 3 = 444× 4− 252× 7.
Prˇ´ıklad 2.3. Necht’ a, b,m,m1 ∈ Z. Dokazˇte, zˇe kdyzˇ a ≡ b (mod m) a m1 | m, pak
a ≡ b (mod m1).
Rˇesˇen´ı. Podle definice kongruence a deˇlen´ı ma´me m | a− b,
m× q1 = a− b, m1 × q2 = m, q1, q2 ∈ Z,
m1 × q2 × q1 = a− b.
Z toho plyne, zˇe m1 | a− b a tedy a ≡ b (mod m).
Prˇ´ıklad 2.4. Dokazˇte, zˇe kdyzˇ je m cele´ cˇ´ıslo, potom plat´ı m2 ≡ 0 (mod 4) nebo m2 ≡ 1
(mod 4).
Rˇesˇen´ı. Kongruence modulo 4 na´m rozlozˇ´ı cela´ cˇ´ısla na 4 trˇ´ıdy a pomoc´ı veˇty 17 umocn´ıme
na druhou:
m ≡ 0 (mod 4) m2 ≡ 0 (mod 4)
m ≡ 1 (mod 4) m2 ≡ 1 (mod 4)
m ≡ 2 (mod 4) m2 ≡ 0 (mod 4)
m ≡ 3 (mod 4) m2 ≡ 1 (mod 4).
Prˇ´ıklad 2.5. Dokazˇte, zˇe kdyzˇ je m cele´ cˇ´ıslo nedeˇlitelne´ cˇ´ıslem 5, potom plat´ı m2 ≡ 1
(mod 5) nebo m2 ≡ 4 (mod 5).
Rˇesˇen´ı. Kongruence modulo 5 na´m rozlozˇ´ı cela´ cˇ´ısla na 5 trˇ´ıd, z nichzˇ jednu vynecha´me
(obsahuj´ıc´ı cˇ´ısla deˇlitelna´ 5) a pomoc´ı veˇty 17 umocn´ıme na druhou:
m ≡ 1 (mod 5) m2 ≡ 1 (mod 5)
m ≡ 2 (mod 5) m2 ≡ 4 (mod 5)
m ≡ 3 (mod 5) m2 ≡ 4 (mod 5)
m ≡ 4 (mod 5) m2 ≡ 1 (mod 5).
Prˇ´ıklad 2.6. Rˇesˇte kongruence:
(a) 3x+ 2 ≡ 0 (mod 5),
(b) 4x+ 3 ≡ 4 (mod 7).
Rˇesˇen´ı. (a) Pouzˇijeme veˇtu 17:
3x+ 2 ≡ 0 (mod 5) /× 2
x+ 4 ≡ 0 (mod 5)
x ≡ 1 (mod 5),
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2.3. PRˇI´KLADY
(b)
4x+ 3 ≡ 4 (mod 7) /× 2
x+ 6 ≡ 1 (mod 7)
x ≡ 2 (mod 7).
Prˇ´ıklad 2.7. Dokazˇte, zˇe kongruence 2x ≡ 5 (mod 4) nema´ rˇesˇen´ı.
Rˇesˇen´ı. Z definice kongruence ma´me 4 | 2x−5. Tento vy´raz ale nema´ rˇesˇen´ı pro x ∈ Z.
Prˇ´ıklad 2.8. Rˇesˇte kongruenci 3x ≡ 9 (mod 15).
Rˇesˇen´ı. Pouzˇijeme veˇtu 21, d = (3, 15) = 3, kongruenci mu˚zˇeme vydeˇlit cˇ´ıslem 3:
3x ≡ 9 (mod 15) /3
x ≡ 3 (mod 5).
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3. NEˇKTERE´ PRˇI´KLADY ARITMETIKY POLYNOMU˚ NAD TEˇLESEM
3. Neˇktere´ prˇ´ıklady aritmetiky
polynomu˚ nad teˇlesem
3.1. Za´kladn´ı veˇty o deˇlitelnosti polynomu˚
Definice 11. Necht’ T je teˇleso, p(x) je polynom ve tvaru
p(x) = a0x
n + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an,
kde a0 6= 0, ai ∈ T , pro i = 0, 1, . . . n. Polynom p pak nazveme polynomem n-te´ho stupneˇ
nad teˇlesem T .
Pozna´mka. Budete prˇedpokla´dat, zˇe zna´me pojmy teˇleso, polynom a stupenˇ polynomu a
umı´me polynomy na´sobit a scˇ´ıtat.
Definice 12. Necht’ T je teˇleso, a(x), b(x) jsou polynomy nad teˇlesem T . Rˇekneme, zˇe
polynom a(x) je deˇlitelny´ polynomem b(x), jestlizˇe existuje polynom q(x) nad teˇlesem T
takovy´, zˇe plat´ı
a(x) = b(x)q(x).
Strucˇneˇ znacˇ´ıme b(x) | a(x).
Pozna´mka. Deˇlitelnost polynomu˚ ma´ analogicke´ vlastnosti jako deˇlitelnost cely´ch cˇ´ısel.
Proto neˇktere´ veˇty vynecha´me a zameˇrˇ´ıme se jen na veˇty pro na´s d˚ulezˇiteˇjˇs´ı. Stejneˇ tak
vynecha´me definici asociovanosti, jednotkovy´ch (konstantn´ıch) polynomu˚, nesoudeˇlnosti
a nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele.
Veˇta 24. Necht’ T je teˇleso, a(x), b(x) jsou polynomy nad teˇlesem T a b(x) 6= 0. Pak
existuj´ı polynomy q(x), r(x) nad teˇlesem T takove´, zˇe
a(x) = b(x)q(x) + r(x),
kde r(x) je polynom, jehozˇ stupenˇ je niˇzsˇ´ı nezˇ stupenˇ polynomu b(x). Dvojice polynom˚u
q(x) a r(x) je urcˇena jednoznacˇneˇ.
D˚ukaz. 1. Existence. Necht’
a(x) = a0x
m + a1x
m−1 + · · ·+ am−1x+ am,
b(x) = b0x
n + b1x
n−1 + · · ·+ bn−1x+ bn.
Prˇedpokla´dejme nejprve, zˇe n > m. Potom polozˇ´ıme q(x) = 0, r(x) = a(x).
V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ, tj. kdyzˇ n ≤ m, odecˇteme od sebe polynom a(x) a b(x)
vyna´sobeny´ mocninou xm−n a koeficientem c0 = a0b0 :
a(x)− c0xm−nb(x) = a1(x)
T´ım jsme dostali polynom a1(x), ktery´ ma´ stupenˇ m1 < m. Takto sestrojujeme po-
moc´ı vhodny´ch koeficient˚u ci a mocnin x
ji (ji ≥ 0) i dalˇs´ı polynomy ai(x) postupneˇ
s nizˇsˇ´ımi stupni mi, azˇ mi bude mensˇ´ı nezˇ n. Prvn´ı takovy´ polynom nazveme r(x).
Dosta´va´me
a(x)− c0xm−nb(x)− c1xj1b(x)− · · · = r(x),
a(x) = b(x)(c0x
m−n + c1xj1 + . . . ) + r(x).
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3.1. ZA´KLADNI´ VEˇTY O DEˇLITELNOSTI POLYNOMU˚
2. Jednoznacˇnost. Prˇedpokla´dejme, zˇe ma´me dva r˚uzne´ rozklady polynomu a(x), tj.
a(x) = b(x)q1(x) + r1(x) a a(x) = b(x)q2(x) + r2(x). Mu˚zˇeme je od sebe odecˇ´ıst
a upravit, dosta´va´me r1(x) − r2(x) = b(x)(q2(x) − q1(x)), tedy plat´ı, zˇe b(x) |
r1(x) − r2(x). Polynom r1(x) − r2(x) ma´ ale nizˇsˇ´ı stupenˇ nezˇ polynom b(x), proto
mus´ı by´t r1(x)− r2(x) = 0. To znamena´, zˇe r1(x) = r2(x) a q1(x) = q2(x).
Euklid˚uv algoritmus pro polynomy. Necht’ T je teˇleso, a(x), b(x) jsou nenulove´ po-
lynomy nad teˇlesem T a stupenˇ polynomu a(x) je veˇtsˇ´ı nezˇ stupenˇ polynomu b(x). Podle
veˇty 24 mu˚zˇeme sestavit syste´m rovnic
a(x) = b(x)q0(x) + r0(x),
b(x) = r0(x)q1(x) + r1(x),
r0(x) = r1(x)q2(x) + r2(x),
...
rn−2(x) = rn−1(x)qn(x) + rn(x),
rn−1(x) = rn(x)qn+1(x),
kde n ∈ N, q0, q1, . . . , qn+1, r0, r1, . . . , rn+1 jsou polynomy nad teˇlesem T a stupneˇ poly-
nomu˚ b(x), r0(x), r1(x), . . . , rn(x) tvorˇ´ı klesaj´ıc´ı posloupnost. Proto mus´ı existovat n, pro
ktere´ rn+1(x) = 0. Polynom rn(x) je pak nejveˇtsˇ´ı spolecˇny´ deˇlitel polynomu˚ a(x) a b(x).
Veˇta 25. Necht’ T je teˇleso, a(x), b(x) jsou polynomy nad teˇlesem T a d(x) = (a(x), b(x))
je jejich nejveˇtˇs´ım spolecˇny´m deˇlitelem. Pak existuj´ı polynomy f(x) a g(x) nad teˇlesem
T , pro ktere´ plat´ı
a(x)f(x) + b(x)g(x) = d(x).
D˚ukaz. U´prav´ıme rovnice Euklidova algoritmu a postupneˇ za r1, r2, . . . , rn−1 dosad’me:
r0(x) = a(x)− b(x)q0(x),
r1(x) = b(x)− r0(x)q1(x) = b− (a− bq0)q1 = a(−q1) + b(1 + q0q1),
r2(x) = r0(x)− r1(x)q2(x) = a− bq0 − [a(−q1) + b(1 + q0q1)]q2 =
= a(1 + q1q2) + b(−q0 − q2 − q0q1q2),
...
rn(x) = rn−2(x)− rn−1(x)qn(x) = . . .
Z forem teˇchto rovnic lze odvodit, zˇe i rn(x) (cozˇ je nejveˇtsˇ´ı spolecˇny´ deˇlitel polynomu˚
a(x) a b(x)) mu˚zˇeme psa´t ve tvaru rn(x) = a(x)f(x) + b(x)g(x).
Definice 13. Necht’ T je teˇleso, p(x) polynom stupneˇ veˇtsˇ´ıho nezˇ 1 nad teˇlesem T .
Pokud je p(x) deˇlitelny´ jen polynomy k neˇmu asociovany´mi a jednotkovy´mi polynomy
(tj. polynomy stupneˇ 1), nazveme p(x) nerozlozˇitelny´m (ireducibiln´ım) polynomem.
Veˇta 26. Necht’ T je teˇleso a c(x) polynom stupneˇ n > 0 nad teˇlesem T , pak se polynom
c(x) da´ rozlozˇit v soucˇin konecˇne´ho pocˇtu ireducibiln´ıch polynom˚u. Tento rozklad je azˇ na
porˇad´ı a asociativitu deˇlitel˚u jednoznacˇny´.
D˚ukaz. 1. Existence. Provedeme indukc´ı.
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3. NEˇKTERE´ PRˇI´KLADY ARITMETIKY POLYNOMU˚ NAD TEˇLESEM
(a) Pro stupenˇ polynomu n = 1 je kazˇdy´ polynom ireducibiln´ı.
(b) Prˇedpokla´dejme tedy n > 1 a platnost veˇty pro vsˇechny polynomy stupneˇ m <
n. Kdyzˇ je polynom c(x) je ireducibiln´ı, nen´ı co dokazovat. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ
je mozˇne´ polynom c(x) rozlozˇit na c(x) = c1(x)c2(x), kde c1(x), c2(x) jsou
polynomy nad teˇlesem T , ktere´ maj´ı nizˇsˇ´ı stupenˇ nezˇ c(x), a podle indukcˇn´ıho
prˇedpokladu je lze rozlozˇit v soucˇin konecˇne´ho pocˇtu ireducibiln´ıch polynomu˚.
2. Jednoznacˇnost. Prˇedpokla´dejme, zˇe n,m ∈ N a polynom c ma´ dva rozklady
c(x) = p1(x)p2(x) . . . pn(x) = q1(x)q2(x) . . . qm(x),
kde p1(x), p2(x), . . . , pn(x), q1(x), q2(x), . . . , qm(x) jsou nerozlozˇitelne´ polynomy nad
teˇlesem T .
Bez u´jmy na obecnosti meˇjme m ≥ n. Polynom p1(x) | c(x), to znamena´, zˇe p1(x) |
q1(x)q2(x) . . . qm(x). p1(x) tedy mus´ı deˇlit jedem z polynomu˚ qi(x), 1 ≤ i ≤ m .
Protozˇe p1(x) i qi(x) jsou ireducibiln´ı polynomy, plat´ı p1(x) = ε(x)qi(x), kde ε(x)
je jednotkovy´ polynom. Oba rozklady mu˚zˇeme vykra´tit polynomem p1(x) a da´le
prˇeznacˇ´ıme polynomy q1(x)q2(x) . . . qm(x) na q
′
1(x)q
′
2(x) . . . q
′
m(x) tak, aby qi = q
′
1.
Z˚usta´va´
p2(x)p3(x) . . . pn(x) = εq
′
2(x)q
′
3(x) . . . q
′
m(x).
V kra´cen´ı a prˇeznacˇova´n´ı pokracˇujeme, azˇ nakonec na prave´ straneˇ zbude jen 1:
1 = ε∗q∗n+1(x) . . . q
∗
m(x).
Tato rovnice ale nema´ rˇesˇen´ı pro polynomy qi(x), n + 1 ≤ i ≤ m, ktere´ nejsou
jednotkove´. Proto mus´ı by´t n = m a oba rozklady jsou shodne´, azˇ na porˇad´ı a
asociovanost deˇlitel˚u.
3.2. Prˇ´ıklady
Prˇ´ıklad 3.1. Rozlozˇte polynom f(x) = x4 − 8x2 + 15 v soucˇin ireducibiln´ıch cˇinitel˚u (a)
v teˇlese Q, (b) v Q(
√
3), (c) v R.
Rˇesˇen´ı. (a) Nejdrˇ´ıve prˇedpokla´dejme, zˇe polynom f(x) lze rozlozˇit v soucˇin dvou kva-
draticky´ch polynomu˚. Pouzˇijeme vzorec pro rˇesˇen´ı kvadraticke´ rovnice pro x2 a za
korˇeny dosta´va´me cˇ´ısla 3 a 5. Potom
f(x) = x4 − 8x2 + 15 = (x2 − 3)(x2 − 5).
Jelikozˇ
√
3 a
√
5 nejsou raciona´ln´ı cˇ´ısla, nema´ polynom f(x) v Q za deˇlitele zˇa´dne´
linea´rn´ı polynomy.
(b) V teˇlese Q(
√
3) mu˚zˇeme nav´ıc rozlozˇit i vy´raz (x2 − 3) = (x−√3)(x+√3). Tedy
f(x) = x4 − 8x2 + 15 = (x−
√
3)(x+
√
3)(x2 − 5).
(c) V teˇlese rea´lny´ch cˇ´ısel lze rozlozˇit oba kvadraticke´ polynomy a
f(x) = x4 − 8x2 + 15 = (x−
√
3)(x+
√
3)(x−
√
5)(x+
√
5).
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3.2. PRˇI´KLADY
Prˇ´ıklad 3.2. Najdeˇte nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele polynomu˚ (nad teˇlesem Q)
a(x) = x3 − x2 + x− 1, b(x) = x5 + x3 + 2x2 + 2.
Vyja´drˇete ho ve tvaru d(x) = a(x)f(x) + b(x)g(x).
Rˇesˇen´ı. Nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele vypocˇ´ıta´me Euklidovy´m algoritmem:
x5 + x3 + 2x2 + 2 = (x3 − x2 + x− 1)(x2 + x+ 1) + 3(x2 + 1),
x3 − x2 + x− 1 = (x2 + 1)(x− 1).
Tedy d(x) = (x2 + 1).
(x2 + 1) =
1
3
(x5 + x3 + 2x2 + 2)− 1
3
(x3 − x2 + x− 1)(x2 + x+ 1) =
= −1
3
(x2 + x+ 1)a(x) +
1
3
b(x).
Prˇ´ıklad 3.3. Nalezneˇte nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele d(x) polynomu˚ a(x) = x3 + 1 a
b(x) = x4 + x2 + 1 z teˇlesa Z7 a najdeˇte polynomy nad Z7 tak, aby platilo
d(x) = a(x)f(x) + b(x)g(x).
Rˇesˇen´ı. Opeˇt pouzˇijeme Euklid˚uv algoritmus.
x4 + x2 + 1 = x(x3 + 1) + (x2 − x+ 1),
x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x+ 1).
Nejveˇtsˇ´ı spolecˇny´ deˇlitel polynomu˚ a(x) a b(x) je (x2 − x+ 1)
(x2 − x+ 1) = (x4 + x2 + 1)− x(x3 + 1),
= a(x) + (−x)b(x).
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4. OKRUH CELY´CH CˇI´SEL KVADRATICKE´HO TEˇLESA
4. Okruh cely´ch cˇ´ısel kvadraticke´ho
teˇlesa
4.1. Pojem kvadraticke´ho teˇlesa
Definice 14. Necht’ d ∈ Z, d 6= 0, d 6= 1 a nen´ı deˇlitelne´ cˇtvercem zˇa´dne´ho cˇ´ısla. Potom
mnozˇinu Q(
√
d) = {a+ b√d : a, b ∈ Q} nazy´va´me kvadraticky´m teˇlesem.
Pozna´mka. Zrˇejmeˇ tedy plat´ı Q ⊆ Q(√d) ⊆ C.
Veˇta 27. Necht’ d1, d2 ∈ Z, d1 6= d2, d1 6= 1, d2 6= 1, a2 - d1, a2 - d2, kde a ∈ Z, a > 1 (tj.
d1 ani d2 nejsou deˇlitelne´ cˇtvercem cele´ho cˇ´ısla veˇtˇs´ıho nezˇ 1), pak Q(
√
d1) 6= Q(
√
d2).
D˚ukaz. Stacˇ´ı, kdyzˇ doka´zˇeme
√
d1 /∈ Q(
√
d2). Du˚kaz provedeme sporem.
Prˇedpokla´dejme tedy, zˇe mu˚zˇeme
√
d1 vyja´drˇit ve tvaru
√
d1 = a+b
√
d2, kde a, b ∈ Q.
Po umocneˇn´ı ma´me
d1 = a
2 + 2ab
√
d2 + b
2d2.
Kdyby a 6= 0 a b 6= 0, dostali bychom√
d2 =
d1 − a2 − b2d2
2ab
.
To ale znamena´, zˇe d2 je cˇtvercem a to je spor s prˇedpokladem.
Kdyby da´le bylo a 6= 0 a b = 0, ma´me d1 = a2 a tedy zase dosta´va´me spor.
Prˇedpokla´dejme tedy a = 0 a b 6= 0. Potom d1 = b2d2. Necht’ b je cele´ cˇ´ıslo. Kdyzˇ bude
b2 = 1, ma´me d1 = d2, jinak b
2 | d2. Ani jeden prˇ´ıpad vsˇak nen´ı mozˇny´, opeˇt ma´me spor
s prˇedpoklady.
Pokud b ∈ Q, b = p
q
, kde p, q ∈ Z a jsou nesoudeˇlne´. Pak q2d1 = p2d2, tedy p2 | d1 a
dosta´va´me spor.
√
d1 do Q(
√
d2) nepatrˇ´ı a veˇta je t´ım doka´za´na.
Definice 15. Necht’ a, b jsou raciona´ln´ı cˇ´ısla, Q(
√
d) kvadraticke´ teˇleso a α = a + b
√
d
cˇ´ıslo z toho teˇlesa. Cˇ´ıslo
N(α) = αα′,
kde α′ je cˇ´ıslo konjugovane´ k α, pak nazveme normou cˇ´ısla α.
Pozna´mka. Cˇ´ıslem konjugovany´m k cˇ´ıslu α = a+ b
√
d, mysl´ıme cˇ´ıslo α′ = a− b√d.
Definice 16. Necht’ α je cˇ´ıslo z kvadraticke´ho teˇlesa T . Pak normovany´ polynom p(α)
nejnizˇsˇ´ıho mozˇne´ho stupneˇ s raciona´ln´ımi koeficienty, ktery´ splnˇuje p(α) = 0, nazveme
minima´ln´ım polynomem cˇ´ısla α a rovnici p(α) = 0 minima´ln´ı rovnic´ı cˇ´ısla α.
Veˇta 28. Minima´ln´ı polynom cˇ´ısla α z kvadraticke´ho teˇlesa T deˇl´ı kazˇdy´ nenulovy´ polynom
s raciona´ln´ımi koeficienty, ktery´ ma´ za korˇen cˇ´ıslo α.
D˚ukaz. Necht’ p(x) je polynom s korˇenem α a ϕ(x) je minima´ln´ı polynom cˇ´ısla α. Protozˇe
je α cˇ´ıslo z kvadraticke´ho teˇlesa, stupenˇ ϕ(x) = 2. Plat´ı p(x) = ϕ(x)q(x) + r(x), kde q, r
jsou polynomy s raciona´ln´ımi koeficienty a stupenˇ polynomu r(x) je mensˇ´ı nezˇ stupenˇ
polynomu ϕ(x).
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4.1. POJEM KVADRATICKE´HO TEˇLESA
(1) Prˇedpokla´dejme, zˇe stupenˇ r(x) = 1, tedy r(x) = x−γ, γ ∈ Q. Pro x = α dosta´va´me
rovnici
p(α) = ϕ(α)q(α) + α− γ.
p(α) = 0 i ϕ(α) = 0, dosta´va´me tedy α = γ, cozˇ nen´ı mozˇne´.
(2) Nyn´ı necht’ stupenˇ r(x) = 0, r(x) = γ, γ ∈ Q. Pro x = α ma´me
p(α) = ϕ(α)q(α) + γ.
Z toho plyne γ = 0.
Tedy polynom r(x) = 0 a plat´ı p(x) = ϕ(x)q(x), tedy ϕ(x) | p(x).
Veˇta 29. Necht’ a, b jsou raciona´ln´ı cˇ´ısla, a 6= 0, b 6= 0, Q(√d) kvadraticke´ teˇleso a
α = a+ b
√
d cˇ´ıslo z toho teˇlesa. Minima´ln´ı rovnice cˇ´ısla α je potom
x2 − 2ax+N(α) = 0, kde N(α) = a2 − db2. (4.1)
D˚ukaz. Polozˇme
p(x) = x2 − 2ax+N(α).
Rozepsa´n´ım normy dosta´va´me
N(α) = αα′ = (a+ b
√
d)(a− b
√
d) = a2 − db2.
Tedy p(x) = x2 − 2ax+ a2 − db2, dosazen´ım se mu˚zˇeme prˇesveˇdcˇit, zˇe plat´ı p(α) = 0.
Necht’ ϕ(x) je minima´ln´ı polynom cˇ´ısla α. Pak stupenˇ polynomu ϕ(x) = 2, protozˇe
podle prˇedpokladu α nen´ı raciona´ln´ı.
Podle veˇty 28 plat´ı ϕ(x) | p(x). Existuje tedy polynom nad teˇlesem raciona´ln´ıch cˇ´ısel
q(x) takovy´, zˇe p(x) = ϕ(x)q(x). Stupenˇ p(x) je roven soucˇtu stupnˇ˚u ϕ(x) a q(x). Stupenˇ
p(x) = stupenˇ ϕ(x) = 2, z toho plyne, zˇe stupenˇ polynomu q(x) = 0, tedy q ∈ Q, q 6= 0 a
plat´ı rovnice
p(x) = qϕ(x).
Oba polynomy p(x) a ϕ(x) jsou normovane´, pro q mu˚zˇe platit jen q = 1.
Tedy p(x) = ϕ(x) a rovnice
x2 − 2ax+N(α) = 0
je minima´ln´ı rovnic´ı cˇ´ısla α.
Pozna´mka. Zrˇejmeˇ uvedena´ rovnice je take´ minima´ln´ı rovnic´ı cˇ´ısla α′.
Veˇta 30. Meˇjme dveˇ cˇ´ısla α a β z libovolne´ho kvadraticke´ho teˇlesa. Pak
N(αβ) = N(α)N(β).
D˚ukaz. Z definice normy dosta´va´me
N(αβ) = (αβ)(αβ)′ = αβα′β′ = αα′ββ′ = N(α)N(β)
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4. OKRUH CELY´CH CˇI´SEL KVADRATICKE´HO TEˇLESA
4.2. Cela´ cˇ´ısla kvadraticke´ho teˇlesa
Definice 17. Necht’ Q(
√
d) je kvadraticke´ teˇleso. Rˇekneme, zˇe cˇ´ıslo α = a+ b
√
d z tohoto
teˇlesa je cely´m algebraicky´m cˇ´ıslem teˇlesa Q(
√
d), kdyzˇ α vyhovuje rovnici
x2 + c1x+ c2 = 0, (4.2)
kde koeficienty c1, c2 jsou cela´ cˇ´ısla.
Veˇta 31. Jestliˇze α je cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo kvadraticke´ teˇlesa Q(
√
d), pak i α′ je zrˇejmeˇ
cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo tohoto teˇlesa.
Veˇta 32. Necht’ Q(
√
d) je kvadraticke´ teˇleso. Vsˇechny cela´ algebraicka´ cˇ´ısla tohoto teˇlesa
jsou tvaru
a) a+ b
√
d v prˇ´ıpadeˇ, zˇe d 6≡ 1 (mod 4),
b) a+ b1+
√
d
2
v prˇ´ıpadeˇ, zˇe d ≡ 1 (mod 4),
kde a, b jsou cela´ cˇ´ısla.
D˚ukaz. Oznacˇme si M mnozˇinu vsˇech cely´ch cˇ´ısel kvadraticke´ho teˇlesa Q(√d) a N
mnozˇinu vsˇech cˇ´ısel α kvadraticke´ho teˇlesa Q(
√
d) tvaru α = a0 + b0θ, kde a0, b0 ∈ Z
a
θ =
{ √
d pro d 6≡ 1 (mod 4)
1+
√
d
2
pro d ≡ 1 (mod 4).
Ma´me doka´zat, zˇe M = N .
(1) Necht’ α ∈ N , α je tedy tvaru a0 + b0θ a ma´me doka´zat, zˇe α je cele´ algebraicke´
cˇ´ıslo teˇlesa Q(
√
d).
a) Prˇedpokla´dejme d 6≡ 1 (mod 4), θ = √d, α = a0 + b0
√
d, a0, b0 ∈ Z. Cˇ´ıslo α
zrˇejmeˇ vyhovuje rovnici 4.2, kde koeficienty c1 = −2a0 a c2 = a20 − db20 jsou
cela´ cˇ´ısla, tedy α je podle definice 17 algebraicke´ cele´ cˇ´ıslo teˇlesa Q(
√
d).
b) Nyn´ı necht’ d ≡ 1 (mod 4), θ = 1+
√
d
2
, α = a0 + b0
1+
√
d
2
, a0, b0 ∈ Z. Po u´praveˇ
dosta´va´me α = (a0+
b0
2
)+ b0
2
√
d. Kdyzˇ si oznacˇ´ıme a = (a0+
b0
2
), b = b0
2
, mu˚zˇeme
se dosazen´ım prˇesveˇdcˇit, zˇe α opeˇt vyhovuje rovnici 4.2, kde koeficienty c1, c2
jsou:
c1 = −2a = −2
(
a0 +
b0
2
)
= −2a0 − b0,
c2 = a
2 − db2 =
(
a0 +
b0
2
)2
− d
(
b0
2
)2
= a20 + a0b0 +
b20
4
− db
2
0
4
=
= a20 + a0b0 + b
2
0
1− d
4
.
Cˇ´ısla c1, c2 jsou cela´ (protozˇe d ≡ 1 (mod 4), takzˇe 1−d4 ∈ Z) a cˇ´ıslo α je cele´
algebraicke´ cˇ´ıslo teˇlesa Q(
√
d).
Doka´zali jsme, zˇe N ⊆M.
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4.2. CELA´ CˇI´SLA KVADRATICKE´HO TEˇLESA
(2) Necht’ α ∈M, α je tedy cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo teˇlesa Q(√d), α = a+ b√d, a, b ∈ Q,
α je korˇenem rovnice
x2 − 2ax+ a2 − db2 = 0,
kde koeficienty −2a a a2 − db2 jsou cela´ cˇ´ısla. Oznacˇme si je jako c1 = −2a a
c2 = a
2 − db2. Pomoc´ı c1 si vyja´drˇ´ıme a = − c12 a dosad´ıme do druhe´ rovnice:
c2 =
c21
4
− db2.
Cˇ´ıslo b je raciona´ln´ı, mu˚zˇeme ho psa´t ve tvaru zlomku b = u
v
, kde u, v ∈ Z, v ≥ 1,
(u, v) = 1. Ma´me tedy c2 =
c21
4
− du2
v2
, vyna´soben´ım 4v2 dosta´va´me
4c2v
2 = c21v
2 − 4du2,
v2(4c2 − c21) = −4du2.
Z tohoto vztahu plyne v2 | 4du2, v a u jsou nesoudeˇlna´ cˇ´ısla, tedy v2 | 4d. Nyn´ı
mu˚zˇe platit jen v = 1 nebo v = 2, protozˇe jinak by bylo d deˇlitelne´ cˇtvercem cele´ho
cˇ´ısla.
a) Pro v = 1 ma´me b = u ∈ Z, c2 = c
2
1
4
− du2. Cˇ´ıslo c21
4
je cele´, tedy 4 | c21 a 2 | c1.
I) Pro d 6≡ 1 (mod 4) je α = − c1
2
+ u
√
d, a0 = − c12 i b0 = u jsou cele´.
II) Pro d ≡ 1 (mod 4) je
α = −c1
2
+ u
√
d =
(
−c1
2
− u
)
+ 2u
1 +
√
d
2
,
a0 = − c12 − u i b0 = 2u jsou opeˇt cele´.
b) Pro v = 2 ma´me b = u
2
, u je liche´,
c2 =
c21
4
− du
2
4
=
1
4
(c21 − du2).
Plat´ı, zˇe 4 | (c21 − du2), tedy c21 ≡ du2 (mod 4). Cˇ´ıslo u je liche´, u2 ≡ 1
(mod 4), po dosazen´ı dosta´va´me c21 ≡ d (mod 4). Cˇtverec cele´ho cˇ´ısla mu˚zˇe
by´t kongruentn´ı s 0 nebo 1 modulo 4.
I) Pro d 6≡ 1 (mod 4) nen´ı prˇ´ıpustna´ ani jedna mozˇnost, kdyby platilo c21 ≡
0 ≡ d (mod 4), bylo by d deˇlitelne´ cˇtvercem, ale to je spor s prˇedpokladem.
II) Pro d ≡ 1 (mod 4) ma´me c21 ≡ 1 ≡ d (mod 4), takzˇe c1 je liche´.
α = a+ b
√
d = (a− b) + 2b1 +
√
d
2
= a0 + b0
1 +
√
d
2
,
a0 = a− b a b0 = 2b mus´ı by´t cela´ cˇ´ısla. To je splneˇno, nebot’ b0 = u a
a− b = −c1
2
− u
2
= −1
2
(c1 + u),
c1 i u jsou licha´, jejich soucˇet je sudy´, takzˇe a0 i b0 jsou cela´ cˇ´ısla.
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4. OKRUH CELY´CH CˇI´SEL KVADRATICKE´HO TEˇLESA
Doka´zali jsme, zˇe kazˇde´ cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo α, lze vyja´drˇit ve tvaru α = a0 + b0θ, kde
a0, b0 ∈ Z, M⊆ N a tedy M = N .
Definice 18. Necht’ Q(
√
d) je kvadraticke´ teˇleso. Zaved’me oznacˇen´ı
θ =
{ √
d pro d 6≡ 1 (mod 4)
1+
√
d
2
pro d ≡ 1 (mod 4).
Pozna´mka. Mnozˇinu vsˇech cely´ch algebraicky´ch cˇ´ısel kvadraticke´ho teˇlesa Q(
√
d) budeme
znacˇit Z[θ]. Zrˇejmeˇ je Z[θ] obor integrity a Z[θ] = {a+ bθ | a, b ∈ Z}.
Definice 19. Necht’ T je kvadraticke´ teˇleso a θ1, θ2 jsou cela´ algebraicka´ cˇ´ısla tohoto
teˇlesa. Pokud mu˚zˇeme kazˇde´ dalˇs´ı cˇ´ıslo z oboru integrity Z[θ] vyja´drˇit jednoznacˇneˇ ve
tvaru
a1θ1 + a2θ2,
kde a1, a2 jsou cela´ cˇ´ısla, potom rˇekneme, zˇe θ1, θ2 tvorˇ´ı ba´zi oboru integrity Z[θ].
Veˇta 33. Cela´ cˇ´ısla 1 a θ tvorˇ´ı ba´zi oboru integrity Z[θ].
D˚ukaz. Zrˇejmeˇ kazˇde´ cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo v teˇlesa Q(
√
d) se da´ vyja´drˇit pomoc´ı cˇ´ısel 1
a θ, stacˇ´ı tedy, kdyzˇ sporem doka´zˇeme jednoznacˇnost.
Prˇedpokla´dejme, zˇe α = a1+b1θ a α = a2+b2θ jsou dva rozklady cele´ho algebraicke´ho
cˇ´ısla α teˇlesa Q(
√
d), a1, a2, b1, b2 ∈ Z. Plat´ı a1 − a2 + (b1 − b2)θ = 0 a tedy
θ =
a1 − a2
b2 − b1 .
Tady ale dosta´va´me spor, protozˇe θ nen´ı raciona´ln´ı cˇ´ıslo.
4.3. Deˇlitelnost v okruhu cely´ch cˇ´ısel kvadraticke´ho
teˇlesa
Definice 20. Necht’ T = Q(
√
d) je kvadraticke´ teˇleso a α, β jsou cela´ algebraicka´ cˇ´ısla
tohoto teˇlesa. Rˇekneme, zˇe cˇ´ıslo α je deˇlitelne´ cˇ´ıslem β, jestlizˇe existuje cele´ algebraicke´
cˇ´ıslo µ z teˇlesa T takove´, zˇe α = βµ. Strucˇneˇ znacˇ´ıme β | α.
Veˇta 34. Necht’ α je cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo kvadraticke´ho teˇlesa T , pak α | α.
D˚ukaz. Existuje cele´ cˇ´ıslo µ = 1 tak, zˇe plat´ı α = αµ.
Veˇta 35. Necht’ α, β, γ jsou cela´ algebraicka´ cˇ´ısla kvadraticke´ho teˇlesa T , β | α a γ | β,
potom γ | α.
D˚ukaz. Z prˇedpokladu plyne, zˇe existuj´ı cela´ algebraicka´ cˇ´ısla z kvadraticke´ho teˇlesa T ,
pro ktere´ plat´ı α = βµ a β = γν. Plat´ı α = γνµ, νµ je opeˇt cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo teˇlesa
T , tedy γ | α.
Pozna´mka. Deˇlitelnost je tedy relace reflexivn´ı a transitivn´ı.
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4.3. DEˇLITELNOST V OKRUHU CELY´CH CˇI´SEL KVADRATICKE´HO TEˇLESA
Veˇta 36. Necht’ α, β, γ jsou cela´ algebraicka´ cˇ´ısla kvadraticke´ho teˇlesa T , βγ | αγ, γ 6= 0,
potom β | α.
D˚ukaz. Existuje cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo µ z kvadraticke´ho teˇlesa T tak, zˇe αγ = βγµ. Kdyzˇ
nen´ı γ = 0, mu˚zˇeme s n´ı rovnici vydeˇlit, dosta´va´me α = βµ a tedy β | α.
Veˇta 37. Necht’ α, β, γ jsou cela´ algebraicka´ cˇ´ısla kvadraticke´ho teˇlesa T , γ | α, γ | β,
pak pro kazˇda´ dveˇ cela´ algebraicka´ cˇ´ısla ξ, η kvadraticke´ho teˇlesa T plat´ı γ | αξ + βη.
D˚ukaz. Existuj´ı cela´ algebraicka´ cˇ´ısla µ a ν z kvadraticke´ho teˇlesa T tak, zˇe α = γµ a
β = γν, takzˇe αξ = γµξ a βη = γνη, po secˇten´ı αξ+βη = γ(µξ+νη), tedy γ | αξ+βη.
Definice 21. Jednotkou kvadraticke´ho teˇlesa T nazy´va´me cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo ε takove´,
zˇe plat´ı ε | 1.
Veˇta 38. Necht’ je ε jednotkou kvadraticke´ho teˇlesa T , pak je jednotkou tohoto teˇlesa i 1
ε
.
D˚ukaz. Podle prˇedpokladu ε | 1, tedy existuje cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo µ, ktere´ splnˇuje
rovnost εµ = 1. Z toho vyply´va´, zˇe i µ = 1
ε
deˇl´ı 1 a je tedy jednotkou.
Veˇta 39. Necht’ T = Q(
√
d) je kvadraticke´ teˇleso a α je cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo tohoto
teˇlesa, potom N(α) ∈ Z.
D˚ukaz. Kdyzˇ d ≡ 1 (mod 4), je cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo α tvaru α = a1 + a2 1+
√
d
2
, kde
a1, a2 ∈ Z. Norma cˇ´ısla α je potom
N(α) = αα′ = (a1 + a2
1 +
√
d
2
)(a1 + a2
1−√d
2
) = a21 + a1a2 + a
2
2
1− d
4
.
Kazˇdy´ ze cˇlen˚u v tomto vy´razu je cele´ cˇ´ıslo, proto je i N(α) ∈ Z.
Kdyzˇ bude naopak d 6≡ 1 (mod 4), cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo α je tvaru α = a1 + a2
√
d,
kde a1, a2 ∈ Z a
N(α) = (a1 + a2
√
d)(a1 − a2
√
d) = a21 − da22,
tedy opeˇt N(α) ∈ Z.
Veˇta 40. Necht’ α a β jsou cela´ algebraicka´ cˇ´ısla kvadraticke´ho teˇlesa T a β | α. Potom
N(β) | N(α).
D˚ukaz. Z prˇedpokladu plyne, zˇe existuje cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo µ kvadraticke´ho teˇlesa T
takove´, zˇe α = βµ. Pouzˇit´ım veˇty 30 dosta´va´me N(α) = N(β)N(µ). Podle veˇty 39 je
N(µ) ∈ Z. Proto N(β) | N(α).
Veˇta 41. Necht’ α je cely´m cˇ´ıslem kvadraticke´ho teˇlesa T . Pak je α jednotkou, praveˇ kdyzˇ
N(α) = ±1.
D˚ukaz. a) Necht’ je α jednotkou, tj. α | 1. Podle veˇty 40 ma´me N(α) | 1. Norma N(α)
ma´ by´t cela´, tedy N(α) = ±1.
b) Necht’ N(α) = ±1 = αα′. Protozˇe i α′ je cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo, ma´me α | 1, to
znamena´, zˇe α je jednotkou.
Definice 22. Meˇjme cela´ algebraicka´ cˇ´ısla α, β kvadraticke´ho teˇlesa T . Rˇekneme, zˇe α je
asociovane´ s β, jestlizˇe splnˇuj´ı rovnici α = βε, kde ε je jednotkou kvadraticke´ho teˇlesa T .
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4. OKRUH CELY´CH CˇI´SEL KVADRATICKE´HO TEˇLESA
Pozna´mka. Zrˇejmeˇ je asociovanost relace reflexivn´ı, symetricka´ a transitivn´ı. Je to tedy
relace ekvivalence.
Veˇta 42. Necht’ jsou α, β cela´ algebraicka´ cˇ´ısla kvadraticke´ho teˇlesa T . Pak jsou tyto cˇ´ısla
asociovana´, pra´veˇ kdyzˇ plat´ı α | β a za´rovenˇ β | α.
D˚ukaz. a) Necht’ α a β jsou asociovane´, pak je podle definice α = βε. Tedy zrˇejmeˇ
α | β a β | α.
b) Necht’ naopak α | β a β | α. Existuj´ı cela´ algebraicka´ cˇ´ısla µ1 a µ2 z teˇlesa T takove´,
zˇe plat´ı α = βµ1 a β = αµ2. Proto ma´me α = αµ2µ1, po u´praveˇ 1 = µ2µ1. Tedy
cˇ´ısla µ1 a µ2 jsou jednotkami teˇlesa T a cˇ´ısla α a β jsou asociovane´.
Veˇta 43. Necht’ α1, α2, β1, β2 jsou cela´ algebraicka´ cˇ´ısla kvadraticke´ho teˇlesa T , α1 je
asociovane´ k α2, β1 je asociovane´ k β2 a α1 | β1. Potom plat´ı α2 | β2.
D˚ukaz. Podle prˇedpokladu existuje cela´ algebraicke´ cˇ´ıslo µ, pro ktere´ plat´ı β1 = α1µ a
da´le α1 = α2ε1 a β1 = β2ε2, kde ε1 a ε2 jsou jednotky teˇlesa T . Po dosazen´ı ma´me
β2 = α2ε1
1
ε2
µ. Teda α2 | β2.
Veˇta 44. Necht’ α a β jsou cela´ algebraicka´ cˇ´ısla kvadraticke´ho teˇlesa T , α 6= 0, β | α, pak
|N(α)| ≥ |N(β)|. Rovnost |N(α)| = |N(β)| plat´ı, pra´veˇ kdyzˇ jsou cˇ´ısla α a β asociovane´.
D˚ukaz. Podle prˇedpokladu existuje cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo µ tak, zˇe plat´ı α = βµ, a tedy
N(α) = N(β)N(µ) a |N(α)| = |N(β)||N(µ)|. Cˇ´ıslo α 6= 0, proto ma´me |N(µ)| ≥ 1.
Tedy |N(α)| ≥ |N(β)|. Pokud by bylo |N(µ)| = 1, tj. µ by bylo jednotkou a cˇ´ısla α a β
asociovane´, ma´me |N(α)| = |N(β)|.
Definice 23. Necht’ pi je cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo kvadraticke´ho teˇlesa T , |N(pi)| > 1. Pokud
je cˇ´ıslo pi deˇlitelne´ jen cˇ´ısly k neˇmu asociovany´mi a jednotkami teˇlesa T , nazveme toto
cˇ´ıslo algebraicky´m prvocˇ´ıslem teˇlesa T .
Veˇta 45. Necht’ je pi algebraicky´m prvocˇ´ıslem kvadraticke´ho teˇlesa T , potom je i cˇ´ıslo pi′
k neˇmu konjugovane´ algebraicky´m prvocˇ´ıslem tohoto teˇlesa.
D˚ukaz. Provedeme sporem. Prˇedpokla´dejme, zˇe pi′ nen´ı algebraicky´m prvocˇ´ıslem teˇlesa
T a mu˚zˇeme ho psa´t ve tvaru pi′ = ηξ, kde η a ξ jsou cela´ algebraicka´ cˇ´ısla teˇlesa T ,
|N(η)| > 1 a |N(ξ)| > 1. Potom
pi = (pi′)′ = (ηξ)′ = η′ξ′,
kde N(η) = N(η′) a N(ξ) = N(ξ′). To ale znamena´, zˇe pi je slozˇene´ cˇ´ıslo, cozˇ je spor.
Veˇta 46. Necht’ je α cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo kvadraticke´ho teˇlesa T , N(α) = p, kde p je
prvocˇ´ıslo. Potom je α algebraicky´m prvocˇ´ıslem.
D˚ukaz. Provedeme sporem. Prˇedpokla´dejme, zˇe α nen´ı algebraicky´m prvocˇ´ıslem teˇlesa T a
mu˚zˇeme ho psa´t ve tvaru α = ηξ, kde η a ξ jsou cela´ algebraicka´ cˇ´ısla teˇlesa T , |N(η)| > 1
a |N(ξ)| > 1. Tedy p = N(α) = N(η)N(ξ), prvocˇ´ıslo p vsˇak nemu˚zˇeme rozlozˇit v soucˇin
dvou cely´ch cˇ´ısel, jejichzˇ absolutn´ı hodnota je veˇtsˇ´ı nezˇ 1. Dosta´va´me tedy spor.
Veˇta 47. Necht’ je α cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo kvadraticke´ho teˇlesa T , |N(α)| > 1. Pak lze
toto cˇ´ıslo rozlozˇit v soucˇin konecˇne´ho pocˇtu algebraicky´ch prvocˇ´ısel teˇlesa T .
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4.3. DEˇLITELNOST V OKRUHU CELY´CH CˇI´SEL KVADRATICKE´HO TEˇLESA
D˚ukaz. Provedeme indukc´ı.
(a) Kazˇde´ cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo α takove´, zˇe |N(α)| = 2, je podle veˇty 46 algebraicky´m
prvocˇ´ıslem teˇlesa T .
(b) Prˇedpokla´dejme tedy cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo α, |N(α)| > 2 a platnost veˇty pro kazˇde´
cele´ cˇ´ıslo β, pro ktere´ plat´ı |N(β)| < |N(α)|. Kdyzˇ je α algebraicke´ prvocˇ´ıslo, je
veˇta doka´zana´. V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ je mozˇne´ cˇ´ıslo α rozlozˇit na α = βγ, kde β, γ
jsou cela´ algebraicka´ cˇ´ısla teˇlesa T a podle veˇty 44 plat´ı 1 < |N(β)| < |N(α)| a
1 < |N(γ)| < |N(α)|. Podle indukcˇn´ıho prˇedpokladu vsˇak lze cˇ´ısla β a γ rozlozˇit v
soucˇin konecˇne´ho pocˇtu algebraicky´ch prvocˇ´ısel.
Veˇta 48. V oboru integrity Z[θ] kazˇde´ho kvadraticke´ho teˇlesa Q(
√
d), kde d < 0, je
konecˇneˇ mnoho jednotek. Konkre´tneˇ:
(a) v prˇ´ıpadeˇ d = −1 ma´me 4 jednotky a to 1,−1, i,−i,
(b) v prˇ´ıpadeˇ d = −3 ma´me 6 jednotek a to 1,−1, %,−%, %2,−%2, kde % = −1+i
√
d
2
,
(c) jinak 2 jednotky a to 1 a −1.
D˚ukaz. Vsˇechny cela´ algebraicka´ cˇ´ısla kvadraticke´ho cˇ´ısla jsou tvaru α = x + yθ, kde
a, b ∈ Z. Jejich norma je
N(α) = αα′ =
{
x2 − dy2 pro d 6≡ 1 (mod 4)
x2 + xy + 1−d
4
y2 pro d ≡ 1 (mod 4).
Aby bylo α jednotkou, mus´ı platit N(α) = ±1. Rˇesˇ´ıme tedy rovnice
x2 − dy2 = ±1,
x2 + xy +
1− d
4
y2 = ±1,
kde x, y ∈ Z a d < 0. Proto jsou vy´razy x2− dy2 a x2 + xy+ 1−d
4
y2 vzˇdy kladne´, hleda´me
tedy jen rˇesˇen´ı rovnic
x2 − dy2 = 1, (4.3)
x2 + xy +
1− d
4
y2 = 1. (4.4)
(a) Rˇesˇme rovnici 4.3, d < 0 a d 6≡ 1 (mod 4). Necht’ d = −1, pak dosta´va´me rˇesˇen´ı
(x, y) = (1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1). V kvadraticke´m teˇlese Q(√−1) tedy existuj´ı 4
jednotky 1,−1, i,−i.
Pro d < −1 ma´ rovnice 4.3 jen dveˇ rˇesˇen´ı (x, y) = (1, 0), (−1, 0), tedy jednotky jsou
1 a −1.
(b) V rovnici 4.4 mus´ı platit d < 0, d ≡ 1 (mod 4). Pro d = −3 ma´me 6 rˇesˇen´ı
(x, y) = (1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1), (1, 1), (1,−1), tedy cˇ´ısla
1,−1, 1 +
√−3
2
,
−1−√−3
2
,
−1 +√−3
2
,
1−√−3
2
.
Jsou to cˇ´ısla 1,−1, %,−%, %2,−%2, kde % = −1+i
√
d
2
.
Pro d < −3 dosta´va´me zase jen dveˇ rˇesˇen´ı (x, y) = (1, 0), (−1, 0), tj. cˇ´ısla 1 a −1.
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4. OKRUH CELY´CH CˇI´SEL KVADRATICKE´HO TEˇLESA
Nyn´ı si uvedeme dveˇ veˇty bez d˚ukaz˚u.
Veˇta 49. V oboru integrity Z[θ] kazˇde´ho kvadraticke´ho teˇlesa Q(
√
d), kde d > 0, je
nekonecˇneˇ mnoho jednotek.
Veˇta 50. V oboru integrity Z[θ] kvadraticke´ho teˇlesa Q(
√
d), kde d > 0, existuje ε∗
(fundamenta´ln´ı jednotka) a pro kazˇdou dalˇs´ı jednotku ε plat´ı ε = +(ε∗)n nebo ε = −(ε∗)n,
kde n ∈ N.
4.4. Prˇ´ıklady
Prˇ´ıklad 4.1. Dokazˇte, zˇe pro α, β z kvadraticke´ho teˇlesa plat´ı
N
(
α
β
)
=
N(α)
N(β)
.
Rˇesˇen´ı.
N
(
α
β
)
=
(
α
β
)(
α
β
)′
=
(
α
β
)(
α′
β′
)
=
αα′
ββ′
=
N(α)
N(β)
.
Prˇ´ıklad 4.2. Dokazˇte, zˇe cˇ´ısla θ1 = 1 + i a θ2 = 3 + 2i tvorˇ´ı ba´zi cely´ch cˇ´ısel teˇlesa Q(i).
Rˇesˇen´ı. Aby tvorˇila cˇ´ısla θ1, θ2 ba´zi cely´ch cˇ´ısel teˇlesa Q(i), mus´ı j´ıt kazˇde´ cele´ algebraicke´
cˇ´ıslo α = a1 + a2i (a1, a2 ∈ Z) tohoto teˇlesa jednoznacˇneˇ vyja´drˇit ve tvaru
α = a1 + a2i = c1(1 + i) + c2(3 + 2i),
kde c1, c2 ∈ Z.
Porovna´n´ım rea´lny´ch a imagina´rn´ıch cˇa´st´ı dosta´va´me c1 = −2a1 + 3a2 a c2 = a1− a2.
Tedy kazˇde´ cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo teˇlesa Q(i) lze vyja´drˇit pomoc´ı θ1, θ2 a ty tvorˇ´ı ba´zi
cely´ch cˇ´ısel tohoto teˇlesa.
Prˇ´ıklad 4.3. Necht’ θ1, θ2 tvorˇ´ı ba´zi cely´ch cˇ´ısel teˇlesa T = Q(
√
d). Dokazˇte, zˇe kazˇda´
jina´ ba´ze je tvaru
θ∗1 = c11θ1 + c12θ2,
θ∗2 = c21θ1 + c22θ2,
kde ∣∣∣∣c11 c12c21 c22
∣∣∣∣ = ±1, c11, c12, c21, c22 ∈ Z.
Rˇesˇen´ı. Oznacˇme
B = {[θ∗1, θ∗2] : θ∗1, θ∗2 tvorˇ´ı ba´zi algebraicky´ch cely´ch cˇ´ısel teˇlesa T}
C = {[θ∗1, θ∗2] : ∃cij ∈ Z, 1 ≤ i, j ≤ 2, det(cij) = ±1, θ
∗
1 = c11θ1 + c12θ2,
θ∗2 = c21θ1 + c22θ2
}.
Ma´me doka´zat, zˇe B = C.
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4.4. PRˇI´KLADY
(1) Necht’ [θ∗1, θ
∗
2] ∈ B, tedy je θ∗1, θ∗2 ba´ze cely´ch cˇ´ısel teˇlesa T . Existuj´ı dij ∈ Z, 1 ≤
i, j ≤ 2 tak, zˇe plat´ı
θ1 = d11θ
∗
1 + d12θ
∗
2,
θ2 = d21θ
∗
1 + d22θ
∗
2.
Oznacˇme si
Θ =
[
θ1
θ2
]
, Θ∗ =
[
θ∗1
θ∗2
]
, C =
[
c11 c12
c21 c22
]
, D =
[
d11 d12
d21 d22
]
.
Potom mu˚zˇeme psa´t
CΘ = Θ∗, DΘ∗ = Θ.
Tedy DCΘ = Θ, z toho plyne, zˇe DC = I2. Podle Cauchyovy veˇty o soucˇinu
determinant˚u dosta´va´me det(C)det(D) = det(I2) = 1. Determinant matice C i
matice D je cele´ cˇ´ıslo, tedy det(C) = ±1. T´ım jsme doka´zali, zˇe [θ∗1, θ∗2] ∈ C.
(2) Necht’ [θ∗1, θ
∗
2] ∈ C, tedy Θ∗ = CΘ, det(C) = ±1. Necht’ β = aθ1 + bθ2 je cele´
algebraicke´ cˇ´ıslo z T , a, b ∈ Z a α = (a, b). Pak β = αΘ. Determinant det(C) = ±1,
existujete proto inverzn´ı matice C−1, pro kterou plat´ı Θ = C−1Θ∗ a
C−1 =
1
det(C)
adj(C) = ±adj(C) = ±
[
c22 −c21
−c12 c11
]
.
Prvky matice adj(C) a tedy i C−1 jsou cela´ cˇ´ısla. Cˇ´ıslo β tedy mu˚zˇeme psa´t ve tvaru
β = αC−1Θ∗. Z toho plyne, zˇe cˇ´ısla [θ∗1, θ
∗
2] tvorˇ´ı ba´zi algebraicky´ch cˇ´ısel teˇlesa T ,
nebot’ lze pomoc´ı nich vyja´drˇit kazˇde´ cele´ algebraicke´ cˇ´ıslo z teˇlesa T . Plat´ı B = C
a veˇta je t´ım doka´za´na.
Prˇ´ıklad 4.4. Dokazˇte, zˇe cˇ´ıslo ∣∣∣∣θ1 θ′1θ2 θ′2
∣∣∣∣2
je neza´visle´ na volbeˇ ba´ze a je za´visle´ jen na teˇlese (je to diskriminant teˇlesa).
Rˇesˇen´ı. Necht’ [θ1, θ2], [θ
∗
1, θ
∗
2] jsou ba´ze teˇlesa T a
θ∗1 = xθ1 + yθ2,
θ∗2 = uθ1 + vθ2.
Oznacˇme si
Θ =
[
θ1
θ2
]
, Θ∗ =
[
θ∗1
θ∗2
]
, Θ′ =
[
θ′1
θ′2
]
, (Θ∗)′ =
[
(θ∗1)
′
(θ∗2)
′
]
, M =
[
x y
u v
]
.
Potom plat´ı
Θ∗ = MΘ, (Θ∗)′ = MΘ′,
a
(Θ∗, (Θ∗)′) = (MΘ,MΘ′) = M(Θ,Θ′).
Opeˇt podle Cauchyovy veˇty o soucˇinu determinant˚u ma´me
det(Θ∗, (Θ∗)′) = det(M)det(Θ,Θ′).
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4. OKRUH CELY´CH CˇI´SEL KVADRATICKE´HO TEˇLESA
Podle prˇ´ıkladu 4.3 je det(M) = ±1, tedy
det(Θ∗, (Θ∗)′)2 = det(M)2det(Θ,Θ′)2 = det(Θ,Θ′)2.
Diskriminant teˇlesa je tedy na volbeˇ ba´ze neza´visly´.
Prˇ´ıklad 4.5. Dokazˇte, zˇe teˇleso Q(
√
d) ma´ diskriminant rovny´ cˇ´ıslu d, resp. 4d podle
toho, jestli d ≡ 1 (mod 4) nebo ne.
Rˇesˇen´ı. Necht’ d 6≡ 1 (mod 4), θ1 = a1 + a2
√
d a θ2 = b1 + b2
√
d. Pak∣∣∣∣θ1 θ′1θ2 θ′2
∣∣∣∣2 = ((a1b1 − a1b2√d+ a2b1√d− a2b2d)− (a1b1 + a1b2√d− a2b1√d− a2b2d))2 =
= (2
√
d)2(a2b1 − a1b2)2 = 4d(a2b1 − a1b2)2.
Podle prˇ´ıkladu 4.3 je (a2b1 − a1b2) = ±1, tedy∣∣∣∣θ1 θ′1θ2 θ′2
∣∣∣∣2 = 4d.
Nyn´ı necht’ d ≡ 1 (mod 4), θ1 = a1 + a2 1−
√
d
2
a θ2 = b1 + b2
1−√d
2
. Pak∣∣∣∣θ1 θ′1θ2 θ′2
∣∣∣∣2 =
(
1−√d
2
− 1 +
√
d
2
)2
(a2b1 − a1b2)2 = d(a2b1 − a1b2)2 = d.
Prˇ´ıklad 4.6. Dokazˇte, zˇe v teˇlese Q(
√
5) plat´ı
(a) cˇ´ısla 2 +
√
5, 2−√5 jsou jednotkami,
(b) cˇ´ısla 3 +
√
5, 1−√5 jsou asociovane´, nejsou vsˇak jednotkami,
(c) cˇ´ısla 4 +
√
5, 4−√5 jsou algebraicky´mi prvocˇ´ısly.
Rˇesˇen´ı. (a) Algebraicke´ cele´ cˇ´ıslo je jednotkou, pokud deˇl´ı cˇ´ıslo 1. Mus´ı platit 2+
√
5 | 1
a 2−√5 | 1, tedy cˇ´ısla 1
2+
√
5
a 1
2−√5 mus´ı by´t cela´ algebraicka´ cˇ´ısla.
1
2 +
√
5
=
1
2 +
√
5
2−√5
2−√5 =
2−√5
4− 5 = −2 +
√
5 = −3 + 21 +
√
5
2
,
1
2−√5 =
1
2−√5
2 +
√
5
2 +
√
5
=
2 +
√
5
4− 5 = −2−
√
5 = −1− 21 +
√
5
2
.
Cˇ´ısla 1
2+
√
5
a 1
2−√5 jsou cela´ algebraicka´ cˇ´ısla teˇlesa Q(
√
5) a tedy 2 +
√
5 a 2−√5
jsou jednotkami.
(b) Aby byly cˇ´ısla 3+
√
5, 1−√5 jsou asociovana´, mus´ı platit 3+√5 | 1−√5 a za´rovenˇ
1−√5 | 3 +√5.
1−√5
3 +
√
5
= −4 + 2
√
5 = −6 + 41 +
√
5
2
.
3 +
√
5
1−√5 = −2−
√
5 = −1− 21 +
√
5
2
.
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4.4. PRˇI´KLADY
Tedy cˇ´ısla 3 +
√
5, 1−√5 jsou asociovana´, nejsou vsˇak jednotkami, protozˇe
1
3 +
√
5
=
3−√5
4
,
1
1−√5 =
1 +
√
5
−4 ,
nejsou cela´ algebraicka´ cˇ´ısla teˇlesa Q(
√
5).
(c) Pokud bude norma cˇ´ısel 4+
√
5, 4−√5 prvocˇ´ıslem, budou podle veˇty 46 cˇ´ısla 4+√5
a 4−√5 algebraicka´ prvocˇ´ısla.
N(4 +
√
5) = (4 +
√
5)(4−
√
5) = 16− 5 = 11,
N(4−
√
5) = (4−
√
5)(4 +
√
5) = 16− 5 = 11.
Cˇ´ıslo 11 je opravdu prvocˇ´ıslo, tedy 4 +
√
5 a 4−√5 jsou algebraicka´ prvocˇ´ısla.
26
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
                                                          
  
  
  
  
  
  
  
  
                
5. GAUSSOVA CELA´ CˇI´SLA
5. Gaussova cela´ cˇ´ısla
5.1. Aritmetika Gaussovy´ch cˇ´ısel
Definice 24. Cela´ algebraicka´ cˇ´ısla teˇlesa Q(
√−1) = Q(i) nazveme Gaussovy´mi cely´mi
cˇ´ısly. Jsou to tedy cˇ´ısla tvaru a+ bi, kde a, b ∈ Z.
Veˇta 51. Meˇjme dveˇ Gaussova cela´ cˇ´ısla α, β, β 6= 0, pak existuj´ı Gaussova cela´ cˇ´ısla ν
a µ takove´, zˇe plat´ı
α = βµ+ ν, kde N(ν) < N(β).
D˚ukaz. Necht’ α
β
= A+Bi, kde A,B ∈ Q, a x, y jsou cela´ cˇ´ısla takova´, zˇe plat´ı
|A− x| ≤ 1
2
,
|B − y| ≤ 1
2
.
Meˇjme nyn´ı Gaussova cela´ cˇ´ısla µ = x+iy a ν = α−µβ. Tyto cˇ´ısla splnˇuj´ı pozˇadovane´
vlastnosti:
ν = α− µβ = β
(
α
β
− µ
)
= β(A+Bi− x− iy) = β[(A− x) + i(B − y)],
tedy podle veˇty 30 prˇejdeme k norma´m a dosta´va´me
N(ν) = N(β)[(A− x)2 + (B − y)2] ≤ N(β)
(
1
4
+
1
4
)
=
1
2
N(β) ≤ N(β).
Definice 25. Gaussovo cele´ cˇ´ıslo δ nazveme nejveˇtˇs´ım spolecˇny´m deˇlitelem dvou Gaus-
sovy´ch cely´ch cˇ´ısel α a β, pokud
(a) δ deˇl´ı α i β,
(b) kazˇde´ dalˇs´ı Gaussovo cele´ cˇ´ıslo, deˇl´ıc´ı α a β, deˇl´ı i δ.
Euklid˚uv algoritmus pro Gaussova cela´ cˇ´ısla. Pro kazˇda´ dveˇ Gaussova cela´ cˇ´ısla
α, β, z nichzˇ alesponˇ jedno z nich je r˚uzne´ od nuly, existuje nejveˇtsˇ´ı spolecˇny´ deˇlitel δ.
Ten je azˇ na asociovanost urcˇen jednoznacˇneˇ a lze vyja´drˇit ve tvaru
δ = αξ + βη,
kde ξ a η jsou Gaussova cela´ cˇ´ısla.
D˚ukaz. Prˇedpokla´dejme β 6= 0. Podle veˇty 51 mu˚zˇeme sestavit syste´m rovnic
α = µ0β + ν0, N(ν0) < N(β),
β = µ1ν0 + ν1, N(ν1) < N(ν0),
ν0 = µ2ν1 + ν2, N(ν2) < N(ν1),
...
νk−2 = µkνk−1 + νk, N(νk) < N(νk−1),
νk−1 = µk+1νk,
27
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
                                                          
  
  
  
  
  
  
  
  
                
5.1. ARITMETIKA GAUSSOVY´CH CˇI´SEL
kde k ∈ N, µ0, µ1, . . . µk+1, ν0, ν1, . . . νk+1 jsou Gaussova cela´ cˇ´ısla. Dosta´va´me klesaj´ıc´ı
posloupnost
N(β) > N(ν0) > N(ν1) > · · · > N(νk) > N(νk+1) = 0,
tedy pro urcˇite´ k mus´ı platit N(νk+1) = 0. Gaussovo cele´ cˇ´ıslo νk = δ potom je nejveˇtsˇ´ı
spolecˇny´ deˇlitel cˇ´ısel α a β.
Stejneˇ jako u polynomu˚, uprav´ıme rovnice Euklidova algoritmu pro Gaussova cela´ cˇ´ısla
a postupny´m dosazova´n´ım dostaneme rovnici
δ = νk = αξ + βη,
kde ξ a η jsou Gaussova cela´ cˇ´ısla.
Definice 26. Pokud je nejveˇtsˇ´ı spolecˇny´ deˇlitel dvou Gaussovy´ch cely´ch cˇ´ısel jednotka,
nazveme je nesoudeˇlny´mi.
Veˇta 52. Necht’ α, β, γ jsou Gaussova cela´ cˇ´ısla, α a β jsou nesoudeˇlna´ a α | βγ. Pak
α | γ.
D˚ukaz. Cˇ´ısla α a β jsou nesoudeˇlna´, existuj´ı tedy Gaussova cela´ cˇ´ısla ξ, η tak, zˇe plat´ı
αξ + βη = 1. Celou rovnici vyna´sob´ıme cˇ´ıslem γ, dosta´va´me αγξ + βγη = γ. Zrˇejmeˇ
α | αγ a podle prˇedpokladu α | βγ, tedy α | αγξ + βγη, tj. α | γ.
Definice 27. Algebraicka´ prvocˇ´ısla teˇlesa Q(i) budeme nazy´vat Gaussovy´mi prvocˇ´ısly.
Veˇta 53. Meˇjme Gaussovo prvocˇ´ıslo pi a Gaussova cela´ cˇ´ısla α, β. Kdyzˇ pi | αβ a pi - β,
plat´ı pi | α.
D˚ukaz. Protozˇe pi - β, jsou pi a β nesoudeˇlna´, podle veˇty 52 pi | α.
Veˇta 54. Necht’ je pi Gaussovo prvocˇ´ıslo, α1, α2, . . . , αk jsou Gaussova cela´ cˇ´ısla, k ∈ N.
Pokud pi | α1α2 . . . αk, pak pro alesponˇ jedno i ∈ N, 0 < i ≤ k, plat´ı pi | αi.
D˚ukaz. Jestlizˇe plat´ı pi | α1, je veˇta doka´za´na. Jinak pi - α1 a podle veˇty 53 dosta´va´me
pi | α2α3 . . . αk. Pokud opeˇt pi - α2, ma´me pi | α3α4 . . . αk. Podobneˇ mu˚zˇeme pokracˇovat,
dokud nez˚ustane jen pi | αk, pi teda deˇl´ı asponˇ jedno z cˇ´ısel α1, α2, . . . , αk.
Veˇta 55. Necht’ je α Gaussovo cele´ cˇ´ıslo, |N(α)| > 1. Pak lze toto cˇ´ıslo rozlozˇit v soucˇin
konecˇne´ho pocˇtu Gaussovy´ch prvocˇ´ısel. Azˇ na porˇad´ı a asociativitu deˇlitel˚u je tento rozklad
jednoznacˇny´.
D˚ukaz. Existenci rozkladu jsme doka´zali ve veˇteˇ 47, nyn´ı doka´zˇeme jesˇteˇ jednoznacˇnost.
Necht’ α = pi1pi2 . . . pin a α = pi
∗
1pi
∗
2 . . . pi
∗
m jsou dva rozklady cˇ´ısla α, n,m ∈ N. Plat´ı
pi1 | α, tedy pi1 | pi∗1pi∗2 . . . pi∗m a podle veˇty 54 pi1 | pi∗i pro neˇjake´ i ∈ N, 0 < i ≤ k. Cˇ´ısla pi1 i
pi∗i jsou Gaussova prvocˇ´ısla a plat´ı pi
∗
i = ε1pi1, kde ε1 je jednotka. Mu˚zˇeme tedy vydeˇlit oba
rozklady cˇ´ıslem pi∗i a za´rovenˇ si prˇeznacˇ´ıme druhy´ rozklad tak, aby pi
∗
i = pi
∗∗
1 . Dosta´va´me
tedy
pi2pi3 . . . pin = ε1pi
∗∗
2 pi
∗∗
3 . . . pi
∗∗
m .
Tento postup opakujeme, dokud na jedne´ straneˇ nezbude zˇa´dne´ Gaussovo prvocˇ´ıslo.
Pokud by bylo n < m, dostali bychom po n kroc´ıch
1 = ε∗p˜in+1 . . . p˜im,
to ovsˇem nen´ı mozˇne´. Stejneˇ by dopadl i prˇ´ıpad n > m. Mus´ı tedy platit, zˇe n = m a oba
rozklady jsou azˇ na porˇad´ı a asociativitu deˇlitel˚u shodne´.
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5. GAUSSOVA CELA´ CˇI´SLA
Veˇta 56. Necht’ pi je Gaussovo prvocˇ´ıslo. Potom existuje pra´veˇ jedno prvocˇ´ıslo p > 0, p ∈
Z takove´, zˇe plat´ı pi | p.
D˚ukaz. Provedeme sporem. Prˇedpokla´dejme, zˇe ma´me dveˇ r˚uzne´ prvocˇ´ısla p1, p2, pi | p1
a pi | p2. Tedy pi | ξp1 + ηp2, kde ξ, η jsou cela´ Gaussova cˇ´ısla. Prvocˇ´ısla p1 a p2 jsou
nesoudeˇlna´, existuj´ı proto dveˇ cela´ cˇ´ısla x, y a plat´ı 1 = xp1 + yp2. pi by tedy muselo deˇlit
cˇ´ıslo 1, ale to nen´ı mozˇne´.
Veˇta 57. Necht’ jsou α, β, µ Gaussova cela´ cˇ´ısla, α, β jsou nesoudeˇlna´ a αβ = µn, kde
n ∈ N. Pak je kazˇde´ z cˇ´ısel α, β asociovane´ s n-tou mocninou Gaussova cele´ho cˇ´ısla.
D˚ukaz. Podle veˇty 55 lze jednoznacˇneˇ rozlozˇit cˇ´ıslo µ na soucˇin Gaussovy´ch prvocˇ´ısel.
Necht’ tedy µ = pi1pi2 . . . pik je rozklad cˇ´ısla µ, k ∈ N. Dosta´va´me
αβ = pin1pi
n
2 . . . pi
n
k .
Cˇ´ısla α, β jsou nesoudeˇlna´, jestlizˇe jedno z cˇ´ısel α, β bude deˇlitelne´ urcˇity´m Gaussovy´m
prvocˇ´ıslem pis, bude deˇlitelne´ i jeho n-tou mocninou pi
n
s . Zˇa´dne´ Gaussovo prvocˇ´ıslo nemu˚zˇe
deˇlit α i β. Cˇ´ısla α, β jsou tedy asociovana´ s n-tou mocninou Gaussova cˇ´ısla.
5.2. Aplikace
Proble´m 1. Najdeˇte vsˇechna rˇesˇen´ı diofanticke´ rovnice
x2 + y2 = z2, (5.1)
kde x, y, z jsou kladna´ cela´ cˇ´ısla a (x, y) = 1.
Rˇesˇen´ı. Cˇ´ısla x, y nemohou by´t suda´, protozˇe by neplatil prˇedpoklad (x, y) = 1. Nemohou
by´t ani obeˇ licha´, jelikozˇ x2+y2 ≡ 1+1 (mod 4), potom by muselo platit z2 ≡ 2 (mod 4),
ale to nen´ı mozˇne´. Tedy jedno z cˇ´ısel x, y je sude´, druhe´ liche´, cˇ´ıslo z je take´ liche´.
Nyn´ı mu˚zˇeme rovnici 5.2 prˇepsat pomoc´ı Gaussovy´ch cely´ch cˇ´ısel:
(x+ yi)(x− yi) = z2.
Tyto Gaussova cela´ cˇ´ısla x+ yi a x− yi jsou nesoudeˇlna´. To mu˚zˇeme doka´zat neprˇ´ımo.
Prˇedpokla´dejme, zˇe existuje Gaussovo cele´ cˇ´ıslo δ, ktere´ nen´ı jednotkou a je nejveˇtsˇ´ı
spolecˇny´ deˇlitel cˇ´ısel x + yi a x− yi. Potom δ deˇl´ı taky rozd´ıl a soucˇet teˇchto cˇ´ısel, tedy
δ | 2x a δ | 2y. Cˇ´ısla x, y jsou ovsˇem nesoudeˇlna´ i v oboru integrity Gaussovy´ch cely´ch
cˇ´ısel, δ mu˚zˇe deˇlit nejvy´sˇe cˇ´ıslo 2, je tedy asociovane´ bud’ s cˇ´ıslem 1 + i, nebo 2.
Kdyby bylo δ asociovane´ s 1 + i, cˇ´ıslo x+yi
1+i
= x+y
2
+ ix−y
2
by muselo by´t Gaussovo cele´
cˇ´ıslo. Ale to by platilo, jen pokud by x, y byla obeˇ bud’ suda´, nebo licha´.
Podobneˇ nemu˚zˇe by´t δ asociovane´ ani s 2, aby bylo x+yi
2
Gaussovo cele´ musela by x, y
by´t suda´.
Nyn´ı, protozˇe v´ıme, zˇe x+ yi a x− yi jsou nesoudeˇlna´, mu˚zˇeme pouzˇ´ıt veˇtu 57, kazˇde´
z cˇ´ısel x+ yi a x− yi je asociovane´ s druhou mocninou neˇjake´ho Gaussova cele´ho cˇ´ısla:
x+ yi = εα2,
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5.2. APLIKACE
kde α = a+ bi, a, b ∈ Z a ε je jednotkou. Jednotky v Gaussovy´ch cˇ´ıslech jsou 1,−1, i,−i,
jednotneˇ je mu˚zˇeme zapsat jako ir, kde r = 0, 1, 2, 3. Nasˇi rovnici uprav´ıme:
x+ yi = ir(a+ bi)2 = ir(a2 + 2abi− b2) = ir(a2 − b2) + ir+12ab.
Kdyzˇ porovna´me rea´lne´ a imagina´rn´ı cˇa´sti te´to rovnice, dosta´va´me
x = ±(a2 − b2), y = ±2ab, pro i = 0 nebo i = 2,
nebo
x = ∓2ab, y = ±(a2 − b2), pro i = 1 nebo i = 3.
Pro komplexneˇ sdruzˇena´ cˇ´ısla plat´ı:
x− yi = i−r(a− bi)2,
tedy
z = ±
√
(x+ yi)(x− yi) = ±(a2 + b2).
Nyn´ı vyrˇesˇ´ıme, jaka´ maj´ı by´t cˇ´ısla a, b, aby byly splneˇny podmı´nky x > 0, y > 0, z > 0,
(x, y) = 1. Jedno z cˇ´ısel x, y ma´ by´t sude´, druhe´ liche´, pozˇadujme tedy nav´ıc, aby x bylo
sude´, y liche´. Tomuto prˇ´ıpadu vyhovuj´ı rovnice
x = ∓2ab, y = ±(a2 − b2) z = ∓(a2 + b2).
Dosazen´ım kazˇde´ z trojic x, y, z do rovnice 5.2 se prˇesveˇdcˇ´ıme, zˇe tato rovnice opravdu
plat´ı.
Protozˇe ma´ by´t z kladne´, mu˚zˇeme bra´t v u´vahu jen spodn´ı zname´nka. Aby byla i cˇ´ısla
x, y kladna´, mus´ı platit 0 < a < b, na splneˇn´ı nesoudeˇlnosti x a y mus´ı by´t a, b nesoudeˇlna´
a r˚uzne´ parity.
(V prˇ´ıpadeˇ, zˇe by platilo (a, b) > 1, nebyla by cˇ´ısla x, y nesoudeˇlna´.
Kdyzˇ naopak zvol´ıme a, b nesoudeˇlna´ a r˚uzne´ parity, mu˚zˇeme neprˇ´ımo doka´zat, zˇe
(x, y) = 1. Prˇedpokla´dejme, zˇe (x, y) = d > 1. Potom d deˇl´ı i soucˇet x a y, tedy d | (a2+b2),
d | (a2 − b2) a take´ d | 2a2, d | 2b2. Cˇ´ısla a, b jsou nesoudeˇlna´, muselo by platit d | 2, to je
d = 2. To ale nen´ı mozˇne´, protozˇe y je liche´ cˇ´ıslo a nemu˚zˇe by´t deˇlitelne´ cˇ´ıslem 2.)
Doka´zali jsme:
Veˇta 58. Rˇesˇen´ı diofanticke´ rovnice
x2 + y2 = z2,
x, y, z jsou cela´ kladna´ cˇ´ısla, x je sude´, y, z jsou liche´ a (x, y) = 1, je urcˇeno rovnicemi
x = 2ab, y = b2 − a2 z = a2 + b2,
kde a, b ∈ Z, 0 < a < b, a, b jsou nesoudeˇlna´ a r˚uzne´ parity.
Proble´m 2. Najdeˇte vsˇechna rˇesˇen´ı diofanticke´ rovnice
x2 + 4 = y3, (5.2)
kde x, y jsou cela´ cˇ´ısla.
30
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
                                                          
  
  
  
  
  
  
  
  
                
5. GAUSSOVA CELA´ CˇI´SLA
Rˇesˇen´ı. Opeˇt si rozlozˇ´ıme levou stranu rovnice pomoc´ı Gaussovy´ch cely´ch cˇ´ısel:
(x+ 2i)(x− 2i) = y3.
Podle parity x budeme rozliˇsovat dva prˇ´ıpady:
(1) Prˇedpokla´dejme, zˇe x je liche´. Potom jsou cˇ´ısla (x+ 2i), (x− 2i) nesoudeˇlna´.
Kdyby totizˇ existovalo Gaussovo cele´ cˇ´ıslo δ, ktere´ nen´ı jednotkou, a deˇlilo by cˇ´ısla
(x+2i) a (x−2i), pak by deˇlilo i jejich soucˇet a rozd´ıl, tj. δ | 2x a δ | 4i. Oznacˇme si
pi = (i+ 1), pi je Gaussovo prvocˇ´ıslo. Nyn´ı mu˚zˇeme psa´t 2 = −ipi2, 4 = pi4. Protozˇe
δ nen´ı jednotkou mus´ı platit pi | δ, tedy pi | (x+ 2i). Da´le ma´me pi | 2i, z toho plyne,
zˇe take´ pi | x. Po prˇechodu k norma´m ma´me N(pi) | N(x), tedy 2 | x2, cozˇ je ale
spor, protozˇe x je liche´.
Stejneˇ jako u minule´ rovnice pouzˇijeme veˇtu 57 a dosta´va´me
x+ 2i = ir(a1 + ib1)
3,
x− 2i = i−r(a1 − ib1)3.
Plat´ı 13 = 1, i3 = −i, (−1)3 = −1, (−i)3 = i, kazˇda´ jednotka je tedy trˇet´ı mocninou
(liˇs´ı se jen zname´nkem pro r liche´). Jednotky ir tedy mu˚zˇeme vsunout do za´vorek:
x+ 2i = (a+ ib)3,
x− 2i = (a− ib)3,
kde a, b ∈ Z. Odecˇten´ım rovnic ma´me
x = a3 − 3ab2, (5.3)
2 = b(3a2 − b2). (5.4)
Z druhe´ rovnice vid´ıme, zˇe mu˚zˇe by´t b = ±1 nebo b = ±2.
(a) V prˇ´ıpadeˇ b = ±1 je 3a2 − b2 = ±2, tedy a = ±1, ale to nen´ı mozˇne´, protozˇe
by x bylo sude´.
(b) V prˇ´ıpadeˇ b = ±2 je 3a2 − b2 = ±1, tedy a = ±1. Kdyby bylo b = 2, nemeˇla
by rovnice 5.4 rˇesˇen´ı.
Pro b = −2 a a = ±1 tedy dosta´va´me vy´sledky x = ±11 a y = 5.
(2) Necht’ je x sude´, mu˚zˇeme ho psa´t ve tvaru x = 2u. Potom je sude´ i y, p´ıˇseme y = 2v,
u, v ∈ Z. Dosta´va´me tedy rovnici
u2 + 1 = 2v3.
Prava´ strana rovnice je suda´, aby byla suda´ i leva´ strana, mus´ı by´t u liche´. Rovnici
mu˚zˇeme upravit na tvar (
u+ 1
2
)2
+
(
u− 1
2
)2
= v3.
31
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
                                                          
  
  
  
  
  
  
  
  
                
5.2. APLIKACE
Cˇ´ısla u+1
2
a u+1
2
jsou nesoudeˇlna´. Kdyby totizˇ meˇly nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele δ,
ktery´ by nebyl jednotkou, platilo by, zˇe δ deˇl´ı i jejich soucˇet a rozd´ıl. Deˇlil by tedy
cˇ´ıslo 1, ale tady dosta´va´me spor.
Pouzˇijeme Gaussova cela´ cˇ´ısla a veˇtu 57, jednotky ir, kde r = 0, 1, 2 nebo 3, opeˇt
vsuneme do za´vorek:(
u+ 1
2
+
u− 1
2
i
)(
u+ 1
2
− u− 1
2
i
)
= v3,
(
u+ 1
2
+
u− 1
2
i
)
= (a+ bi)3,(
u+ 1
2
− u− 1
2
i
)
= (a− bi)3,
kde a, b ∈ Z. Porovna´n´ım rea´lne´ a imagina´rn´ı cˇa´sti dosta´va´me
u+ 1
2
= a3 − 3ab2,
u− 1
2
= 3a2b− b3,
cˇ´ısla a, b mus´ı by´t nesoudeˇlna´ a r˚uzne´ parity. Rovnice odecˇteme:
a3 − 3a2b− 3ab2 + b3 = 1,
(a+ b)(a2 − 4ab+ b2) = 1,
tedy a+ b = ±1, a2 − 4ab+ b2 = ∓1.
Rovnice se spodn´ım zname´nkem nemaj´ı zˇa´dne´ celocˇ´ıselne´ rˇesˇen´ı. Pro horn´ı zname´nko
jsou rˇesˇen´ım dveˇ dvojice cˇ´ısel a = 1, b = 0 a a = 0, b = 1, tedy u = ±1, x = ±2 a
y = 2.
Veˇta 59. Diofanticke´ rovnice
x2 + 4 = y3,
ma´ pro x, y ∈ Z pra´veˇ 4 dvojice rˇesˇen´ı: (−11, 5), (11, 5), (−2, 2) a (2, 2).
32
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
                                                          
  
  
  
  
  
  
  
  
                
6. ZA´VEˇR
6. Za´veˇr
Veˇta 60. V okruhu cely´ch cˇ´ısel kvadraticke´ho teˇlesa Q(
√−5) neplat´ı veˇta o jednoznacˇnosti
rozkladu na algebraicka´ prvocˇ´ısla.
D˚ukaz. Cele´ cˇ´ıslo 6 kvadraticke´ho teˇlesa Q(
√−5) mu˚zˇeme rozlozˇit na
21 = (1 + 2
√−5)(1− 2√−5) = 3 · 7.
Doka´zˇeme, zˇe cˇ´ısla pi1 = (1 + 2
√−5), pi2 = (1 − 2
√−5), pi3 = 3, pi4 = 7 jsou algebraicka´
prvocˇ´ısla a pi1 nen´ı asociovane´ s pi3 ani s pi4.
a) Du˚kaz provedeme sporem. Prˇedpokla´dejme, zˇe 3 nen´ı algebraicke´ prvocˇ´ıslo. Pak
mus´ı existovat dveˇ cela´ algebraicka´ cˇ´ısla α1 = x1 + y1
√−5, α2 = x2 + y2
√−5,
x1, x2, y1, y2 ∈ Q, a plat´ı
3 = α1α2 = (x1 + y1
√−5)(x2 + y2
√−5).
Prˇejdeme k norma´m a dosta´va´me
9 = (x21 + 5y
2
1)(x
2
2 + 5y
2
2).
Nyn´ı mu˚zˇe by´t x21 + 5y
2
1 = 1, 3 nebo 9.
Pokud by platilo x21 + 5y
2
1 = 1, dosta´va´me pro x1, y1 celocˇ´ıselna´ rˇesˇen´ı (±1, 0), ale
to jsou jednotky a kazˇde´ prvocˇ´ıslo je deˇlitelne´ jednotkami.
V prˇ´ıpadeˇ x21 + 5y
2
1 = 3 nen´ı rovnice v˚ubec rˇesˇitelna´ pro x1, y1 ∈ Z.
A konecˇneˇ rˇesˇen´ım rovnice x21+5y
2
1 = 9 jsou dvojice cˇ´ısel (±3, 0) a (±2,±1). Dvojice
(±3, 0) na´m neda´va´ nove´ho deˇlitele a cˇ´ısla ±2±√−5 nejsou v˚ubec deˇlitele´ cˇ´ısla 3.
Podobneˇ se oveˇrˇ´ı, zˇe ani dalˇs´ı z cˇ´ısel (1 + 2
√−5), (1− 2√−5) a 7 nen´ı algebraicky´m
prvocˇ´ıslem.
b) Cˇ´ıslo pi1 je asociovane´ s pi3 nebo pi4, kdyzˇ plat´ı pi1ε = pi3 nebo pi1ε = pi4, kde ε
je jednotkou. Podle veˇty 48 existuj´ı v teˇlese Q(
√−5) jen dveˇ jednotky: 1 a −1.
Vyna´soben´ım cˇ´ısla pi1 teˇmito jednotkami vsˇak nemu˚zˇeme dostat cˇ´ısla pi3 a pi4.
Definice 28. Necht’ Q(
√
d) je kvadraticke´ teˇleso. Kdyzˇ d < 0 mluv´ıme o imagina´rn´ım
kvadraticke´m teˇlese, v prˇ´ıpadeˇ d > 0 o rea´lne´m kvadraticke´m teˇlese.
Definice 29. Kvadraticke´ teˇleso Q(
√
d), ve ktere´m plat´ı veˇta o jednoznacˇnosti rozkladu,
nazy´va´me jednoduche´ teˇleso. Z imagina´rn´ıch kvadraticky´ch teˇles je jen 9 jednoduchy´ch a
to pro
d = −1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163.
Pozna´mka. V roce 1934 Heilbronn a Linfoot doka´zali, zˇe by mohlo existovat i desa´te´
imagina´rn´ı jednoduche´ teˇleso. Lehmer vsˇak uka´zal, zˇe hodnota |d| by musela by´t vetsˇ´ı
nezˇ 5 · 109. Heegner se v roce 1952 snazˇil doka´zat, zˇe zˇa´dne´ desa´te´ imagina´rn´ı teˇleso
neexistuje, ovsˇem jeho d˚ukaz obsahoval chyby. Nakonec se to povedlo azˇ v roce 1966
Bakerovi a o rok pozdeˇji jinou metodou i Starkovi.
Gauss se na druhou stranu domn´ıval, zˇe rea´lny´ch jednoduchy´ch teˇles je nekonecˇneˇ
mnoho, i kdyzˇ d˚ukaz jesˇteˇ nebyl nalezen.
33
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
                                                          
  
  
  
  
  
  
  
  
                
V urcˇity´ch kvadraticky´ch teˇlesech tedy vznika´ defekt v podobeˇ nejednoznacˇnosti roz-
kladu na algebraicka´ prvocˇ´ısla. Du˚sledkem toho je, zˇe v teˇchto teˇlesech nemu˚zˇeme pouzˇ´ıvat
za´kony aritmetiky, na neˇzˇ jsme zvykl´ı naprˇ´ıklad z cely´ch cˇ´ısel nebo polynomu˚. Dveˇ
cˇ´ısla α, β z nejednoduche´ho teˇlesa nemus´ı mı´t v˚ubec nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele s
vlastnostmi, ktere´ jsme pozˇadovali drˇ´ıve, a pokud ho maj´ı, nemus´ı j´ıt rozlozˇit na tvar
δ = αξ + βη, kde ξ, η jsou ze stejne´ho teˇlesa jako α, β. Proto by bylo vhodne´ tuto nejed-
noznacˇnost neˇjaky´m zp˚usobem odstranit.
Jako prvn´ı si tohoto proble´mu vsˇimnul v polovineˇ 19. stolet´ı Kummer. Ten navrhoval
prˇidat do kvadraticke´ho teˇlesa urcˇite´ prvky, ktery´m rˇ´ıkal
”
idea´ln´ı cˇ´ısla“, se ktery´mi by v
tomto teˇlese zacˇala platit jednoznacˇnost rozkladu.
V d˚ukazu veˇty 60 by to byla cˇ´ısla ve tvaru
√
x+ y
√−5, x, y ∈ Z. Pokud si oznacˇ´ıme
j1 =
√
2 +
√−5, j3 =
√
−2 + 3√−5,
j2 =
√
2−√−5, j4 =
√
−2− 3√−5,
dosta´va´me potom
3 = j1j2, 7 = j3j4, 1 + 2
√−5 = j1j3, 1− 2
√−5 = j2j4, a tedy 21 = j1j2j3j4.
Tato
”
idea´ln´ı cˇ´ısla“ ovsˇem nepatrˇ´ı do teˇlesa Q(
√
d), ale lze je vyja´drˇit pomoc´ı Z[θ].
Naprˇ. cˇ´ıslo j1 mu˚zˇeme charakterizovat mnozˇinou cely´ch algebraicky´ch cˇ´ısel Z[θ], ktere´
jsou deˇlitelne´ cˇ´ıslem j1. Takovou mnozˇinu pojmenoval Dedekind idea´lem.
Definice 30. Meˇjme cˇ´ısla α1, α2, . . . , αn z oboru integrity cely´ch algebraicky´ch cˇ´ısel Z[θ]
kvadraticke´ho teˇlesa a asponˇ jedno z α1, α2, . . . , αn je nenulove´. Pak idea´lem z oboru
integrity Z[θ] nazveme mnozˇinu cˇ´ısel ve tvaru
α1ξ1 + α2ξ2 + · · ·+ αnξn,
kde ξ1, ξ2, . . . , ξn ∈ Z[θ]. Tento idea´l znacˇ´ıme a = (α1, α2, . . . , αn).
Definice 31. Necht’ Z[θ] je obor integrity cely´ch algebraicky´ch cˇ´ısel a a = (α1, α2, . . . , αn),
b = (β1, β2, . . . , βm) jsou idea´ly z tohoto oboru integrity, n,m ∈ N. Pak soucˇinem idea´l˚u
a a b rozumı´me idea´l
ab = (α1β1, α1β2, . . . , α1βm, α2β1, . . . , αnβm).
Definice 32. Rˇekneme, zˇe idea´l z oboru integrity Z[θ] je hlavn´ım idea´lem, pokud lze psa´t
ve tvaru a = (a)
Pozna´mka. Podobneˇ jako u cely´ch cˇ´ısel mu˚zˇeme mezi idea´ly definovat deˇlitelnost, jednot-
kovy´ idea´l, ireducibiln´ı prvky (prvoidea´ly), nejveˇtsˇ´ıho spolecˇne´ho deˇlitele atp. Pro blizˇsˇ´ı
informace nebo d˚ukaz na´sleduj´ıc´ıch veˇt viz naprˇ. [6].
Veˇta 61. Necht’ α, β ∈ Z[θ], pak (α) = (β), pra´veˇ kdyzˇ jsou α a β asociovane´.
Veˇta 62. Necht’ a je nejednotkovy´ idea´l z oboru integrity Z[θ]. Pak ho m˚uzˇeme rozlozˇit na
soucˇin konecˇne´ho pocˇtu prvoidea´l˚u. Tento rozklad je azˇ na porˇad´ı faktor˚u jednoznacˇny´.
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